
1 Ïðèìåíåíèå ãðàôîâ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé

Â ýòîé ãëàâå ìû ñâÿæåì äâà îñíîâíûõ ïðåäûäóùèõ ðàçäåëà íàøåãî êóðñà: áóëåâû ôóíêöèè
è ãðàôû. Ìû ðàññìàòðèâàëè äâà îñíîâíûõ ïðåäñòàâëåíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé: òàáëè÷íîå è ñ
ïîìîùüþ ôîðìóë îáùåãî âèäà èëè ôîðìóë ñïåöèàëüíîãî âèäà, â ÷àñòíîñòè, äèçúþíêòèâíûõ
èëè êîíúþíêòèâíûõ íîðìàëüíûõ ôîðì è ìíîãî÷ëåíîâ Æåãàëêèíà. Ê ñîæàëåíèþ, ýòè ñïîñîáû
íå ïîçâîëÿþò ýôôåêòèâíî ïðåäñòàâëÿòü ôóíêöèè îò áîëüøîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ: òàáëèöà äëÿ
ôóíêöèè îò n ïåðåìåííûõ âñåãäà ñîäåðæèò 2n ñòðîê, ìíîãî÷ëåíÆåãàëêèíà ìîæåò âêëþ÷àòü äî
2n ñëàãàåìûõ (è äëÿ áîëüøèíñòâà ôóíêöèé ïî ïîðÿäêó ñòîëüêî è âêëþ÷àåò). Òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ
íåëüçÿ ðåàëèçîâàòü íà ïðàêòèêå óæå äëÿ n ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ. Ìîãëî ïîêàçàòüñÿ, ÷òî
ñîêðàùåííûå ÄÍÔ, êîòîðûå ìû íàó÷èëèñü ýôôåêòèâíî ñòðîèòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Áëåéêà, è
ìèíèìàëüíûå ÄÍÔ, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü, óäàëÿÿ èç ñîêðàùåííûõ ¾ëèøíèå¿ êîíúþíêöèè
(âïðî÷åì, õîðîøèé àëãîðèòì äëÿ òàêîãî óäàëåíèÿ íåèçâåñòåí), äàþò ñóùåñòâåííî áîëåå ýêîíîìíûå
ïðåäñòàâëåíèÿ. áóëåâûõ ôóíêöèé. Íî â îáùåì ñëó÷àå ýòî ýòî íå òàê. Äëÿ áîëüøèíñòâà áóëåâûõ
ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ ìèíèìàëüíûå ÄÍÔ èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíûé îò n ðàçìåð. Â êà÷åñòâå
ïðèìåðà êîíêðåòíîé ïðîñòîé ôóíêöèè ñ äèííîé ÄÍÔ ìîæíî ðàññìîòðåòü ëèíåéíóþ ôóíêöèþ,
îïðåäåëÿþùóþ íå÷åòíîñòü ñóììû àðãóìåíòîâ: odd(X1, X2, . . . , Xn) = X1 + X2 + . . . + Xn.

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî ñîâåðøåííàÿ, ñîêðàùåííàÿ è ìèíèìàëüíàÿ ÄÍÔ ôóíêöèè
odd(X1, X2, . . . , Xn) ñîâïàäàþò è ñîñòîÿò èç 2n−1 ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé äëèíû n.

Òå äâà ïðåäñòàâëåíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé, êîòîðûå ìû ðàññìàòðèâàåì â ýòîì ðàçäåëå: ëîãè÷åñêèå
ñõåìû (ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ) è óïîðÿäî÷åííûå áèíàðíûå äèàãðàììû ðåøåíèé
(ÓÁÄÐ), â îáùåì ñëó÷àå òîæå èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíûå ðàçìåðû îò ÷èñëà àðãóìåíòîâ ïðåäñòàâëÿåìûõ
èìè ôóíêöèé. Íî âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ îíè ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü äîñòàòî÷íî êîìïàêòíûå
ïðåäñòàâëåíèÿ åñòåñòâåííî âîçíèêàþùèõ íà ïðàêòèêå áóëåâûõ ôóíêöèé îò ñîòåí è äàæå òûñÿ÷
àãóìåíòîâ.

1.1 Ëîãè÷åñêèå ñõåìû (ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ)

Ìíîãèå ýëåìåíòû â ñîâðåìåííîé ýëåêòðîíèêå ÿâëÿþòñÿ óñòðîéñòâàìè, ïðåîáðàçóþùèìè íåêîòîðûå
âõîäíûå ñèãíàëû (äàííûå) â âûõîäíûå. Ëîãè÷åñêèå ñõåìû, â îòå÷åñòâåííîé ëèòåðàòóðå ÷àùå
íàçûâàåìûå ñõåìàìè èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìàòåìàòè÷åñêóþ
ìîäåëü òàêèõ óñòðîéñòâ, â êîòîðûõ âðåìåíåì âûïîëíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîäîâ â âûõîäû
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

1.1.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

×òîáû íå óñëîæíÿòü îïðåäåëåíèå, çàôèêñèðóåì êîíêðåòíûé áàçèñ B0 = {∧,∨,¬} è îïðåäåëèì
ñõåìû â ýòîì áàçèñå.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñõåìîé èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â áàçèñå B0 íàçûâàåòñÿ ðàçìå÷åííûé
îðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç öèêëîâ S = (V,E), â êîòîðîì
1) âåðøèíû, â êîòîðûå íå âõîäÿò ðåáðà, íàçûâàþòñÿ âõîäàìè ñõåìûè êàæäàÿ èç íèõ ïîìå÷åíà
íåêîòîðîé ïåðåìåííîé (ðàçíûì âåðøèíàì ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå ïåðåìåííûå);
2) â êàæäóþ èç îñòàëüíûõ âåðøèí âõîäèò îäíî èëè äâà ðåáðà; âåðøèíû, â êîòîðûå âõîäèò
îäíî ðåáðî ïîìå÷åíû ôóíêöèåé ¬, à âåðøèíû, â êîòîðûå âõîäÿò ïî äâà ðåáðà, � îäíîé èç
ôóíêöèé ∧ èëè ∨. Òàêèå âåðøèíû íàçûâàþòñÿ ôóíêöèîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè.

Êàê è äëÿ äåðåâüåâ, äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ áåç öèêëîâ ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì
ââåñòè ïîíÿòèå ãëóáèíû.

Îïðåäåëåíèå 2. Ãëóáèíà âåðøèíû v ∈ V â ñõåìå S = (V,E) � ýòî ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà
ïóòè èç âõîäîâ S â v.

Ãëóáèíîé D(S) ñõåìû S íàçîâåì ìàêñèìàëüíóþ èç ãëóáèí åå âåðøèí.

Ïóñòü âõîäû ñõåìû S ïîìå÷åíû ïåðåìåííûìè x1, . . . , xn. Ñ êàæäîé âåðøèíîé v ∈ V ñõåìû S
ñâÿæåì áóëåâó ôóíêöèþ fv(x1, . . . , xn), ðåàëèçóåìóþ â ýòîé âåðøèíå. Îïðåäåëèì fv èíäóêöèåé
ïî ãëóáèíå v.

Îïðåäåëåíèå 3. Áàçèñ: v èìååò ãëóáèíó 0. Òîãäà ýòî âõîäíàÿ âåðøèíà, êîòîðàÿ ïîìå÷åíà
íåêîòîðîé ïåðåìåííîé xi. Ïîëîæèì fv(x1, . . . , xn) = xi.
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Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü âñåì âåðøèíàì w ãëóáèíû ≤ k óæå ñîïîñòàâëåíû ôóíêöèè fw è
ïóñòü v � ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà ãëóáèíû k + 1. Òîãäà
à) åñëè v ïîìå÷åíà ¬ è â íåå âõîäèò ðåáðî (w, v), òî ïîëîæèì

fv(x1, . . . , xn) = ¬fw(x1, . . . , xn);
á) åñëè v ïîìå÷åíà ∧ è â íåå âõîäÿò äâà ðåáðà (w1, v) è (w2, v), òî ïîëîæèì

fv(x1, . . . , xn) = fw1(x1, . . . , xn) ∧ fw2(x1, . . . , xn);
â) åñëè v ïîìå÷åíà ∨ è â íåå âõîäÿò äâà ðåáðà (w1, v) è (w2, v), òî ïîëîæèì

fv(x1, . . . , xn) = fw1(x1, . . . , xn) ∨ fw2(x1, . . . , xn).

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî øàã èíäóêöèè â ýòîì îïðåäåëåíèå êîððåêòåí, òàê êàê, åñëè â ñõåìå S
èìååòñÿ ðåáðî (w, v) è ãëóáèíà âåðøèíû v ðàâíà k + 1, òî ãëóáèíà âåðøèíû w íå ïðåâîñõîäèò
k è äëÿ íåå fw óæå îïðåäåëåíà ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ.

Îïðåäåëåíèå 4. Ñõåìà S ðåàëèçóåò íàáîð áóëåâûõ ôóíêöèé g1, g2, . . . , gm, åñëè äëÿ êàæäîãî
i ∈ [1,m] â ñõåìå ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà vi, ÷òî fvi = gi.

Çàìå÷àíèå. Îïðåäåëåíèå ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ìîæíî
ðàñïðîñòðàíèòü è íà äðóãèå áàçèñû. Ïðè ýòîì, îäíàêî, íàäî äëÿ âåðøèí, ïîìå÷åííûõ íåñèììåòðè÷íûìè
ôóíêöèÿìè ( íàïðèìåð, èìïëèêàöèåé) ÿâíî íóìåðîâàòü âõîäÿùèå â íèõ ðåáðà, óêàçûâàÿ, êàêèì
àðãóìåíòàì îíè ñîîòâåòñòâóþò.

Îïðåäåëåíèå 5. Ñëîæíîñòü L(S) ñõåìû S � ýòî ÷èñëî ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â S.
Ñëîæíîñòü L(f) áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) � ýòî íàèìåíüøàÿ èç ñëîæíîñòåé ñõåì,
ðåàëèçóþùèõ ýòó ôóíêöèþ.

Îòíîøåíèÿ ìåæäó áóëåâûìè ôóíêöèÿìè è ñõåìàìè åñòåñòâåííî ïðèâîäÿò ê äâóì ñëåäóþùèì
îñíîâíûì ïðîáëåìàì.
Ïðîáëåìà àíàëèçà: ïî çàäàííîé ñõåìå èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ è âûäåëåííîìó ïîäìíîæåñòâó
åå âûõîäíûõ âåðøèí îïðåäåëèòü áóëåâû ôóíêöèè, ðåàëèçóåìûå â ýòèõ âåðøèíàõ.
Ïðîáëåìà ñèíòåçà: ïî íåêîòîðîìó îïèñàíèþ áóëåâîé ôóíêöèè ïîñòðîèòü ñõåìó èç ôóíêöèîíàëüíûõ
ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùóþ ýòó ôóíêöèþ. Ïðè ðåøåíèè ïðîáëåìû ñèíòåçà äëÿ èñõîäíîé ôóíêöèè
÷àñòî ñòàðàþòñÿ ïîñòðîèòü ñõåìó ìèíèìàëüíîé èëè ïî÷òè ìèíèìàëüíîé ñëîæíîñòè.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñõåìó S1 ñ òðåìÿ âõîäíûìè ïåðåìåííûìè x, y z:
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Ñõåìà S1

Ðåùèì äëÿ ýòîé ñõåìû ïðîáëåìó àíàëèçà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ äàííûì âûøå îïðåäåëåíèåì
âåðøèíû ñõåìû S1 ðåàëèçóþò ñëåäóþùèå ôóíêöèè:
fa(x, y, z) = x∧y, fb(x, y, z) = ¬z, fc(x, y, z) = ¬fa(x, y, z) = ¬(x∧y), fd(x, y, z) = fc(x, y, z)∧z =
¬(x ∧ y) ∧ z, fe(x, y, z) = fa(x, y, z) ∧ fb(x, y, z) = x ∧ y ∧ ¬z è, íàêîíåö, ff (x, y, z) = fd(x, y, z) ∨
fe(x, y, z) = (¬(x ∧ y) ∧ z) ∨ ((x ∧ y) ∧ ¬z).

Ãëóáèíà ýòîé ñõåìû D(S1) = 4, à åå ñëîæíîñòü L(S1) = 6. Â òî æå âðåìÿ ôîðìóëà äëÿ
ðåçóëüòèðóþùåé ôóíêöèè ff ñîäåðæèò 7 ôóíêöèîíàëüíûõ çíàêîâ. Çà ñ÷åò ÷åãî äîñòèãíóòà
ýêîíîìèÿ? Çà ñ÷åò òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ (x ∧ y) â ñõåìå S1 âû÷èñëÿåòñÿ îäèí ðàç â âåðøèíå a, à
â ôîðìóëå ïðèõîäèòñÿ âû÷èñëÿòü åå äâàæäû.
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Â ýòîì è ñîñòîèò îñíîâíîå ïðåèìóùåñòâî âû÷èñëåíèé áóëåâûõ ôóíêöèé ñõåìàìè: êàæäóþ
ïîäôîðìóëó (ïîäôóíêöèþ) äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü îäèí ðàç, à çàòåì ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñêîëüêî óãîäíî ðàç â êà÷åñòâå àðãóìåíòà äëÿ äðóãèõ ïîäôóíêöèé.

1.1.2 Ñõåìû è ëèíåéíûå ïðîãðàììû

Óêàçàííîå âûøå ñâîéñòâî õàðàêòåðíî è äëÿ ïðîãðàìì, â êîòîðûõ îäèí ðàç âû÷èñëåííîå çíà÷åíèå
âûðàæåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü íåîäíîêðàòíî. Ðàññìîòðèì îäèí èç ïðîñòåéøèõ êëàññîâ ïðîãðàìì
� ëèíåéíûå èëè íåâåòâÿùèåñÿ ïðîãðàììû. Òàêèå ïðîãðàììû ïðåäñòàâëÿþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïðèñâàèâàíèé âèäà:
X = F (X1, . . . , Xk), ãäå X, X1, . . . , Xk � ïåðåìåííûå, F � èìÿ k-ìåñòíîé áàçèñíîé ôóíêöèè.

Â ñëó÷àå íàøåãî áàçèñà B0 = {∧,∨,¬} ëèíåéíàÿ ïðîãðàììà ñîñòîèò èç ïðèñâàèâàíèé âèäà:
Z = X ∧ Y , Z = X ∨ Y è Z = ¬X. Ëèíåéíàÿ ïðîãðàììà P ñ âûäåëåííûìè âõîäíûìè
ïåðåìåííûìèX1, . . . , Xn ïîðîæäàåò äëÿ êàæäîãî íàáîðà σ1, . . . , σn çíà÷åíèé âõîäíûõ ïåðåìåííûõ
åñòåñòâåííûé ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ: âíà÷àëå ïåðåìåííûì X1, . . . , Xn ïðèñâàèâàþòñÿ çíà÷åíèÿ
σ1, . . . , σn, ñîîòâåòñòâåííî, à êàæäîé èç îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ ïðèñâàèâàåòñÿ çíà÷åíèå 0. Çàòåì
ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿþòñÿ ïðèñâàèâàíèÿ ïðîãðàììû P , â ðåçóëüòàòå ÷åãî êàæäàÿ èç ïåðåìåííûõ
Z ïðîãðàììû ïîëó÷èò çàêëþ÷èòåëüíîå çíà÷åíèå PZ(σ1, . . . , σn).

Ñêàæåì, ÷òî ïðîãðàììà P ñî âõîäíûìè ïåðåìåííûìè X1, . . . , Xn âû÷èñëÿåò â âûõîäíîé
ïåðåìåííîé Z ôóíêöèþ F (X1, . . . , Xn), åñëè äëÿ ëþáîãî íàáîðà çíà÷åíèé âõîäîâ σ1, . . . , σn ïîñëå
çàâåðøåíèÿ ðàáîòû PZ(σ1, . . . , σn) = F (σ1, . . . , σn).

Ìåæäó ñõåìàìè è ëèíåéíûìè ïðîãðàììàìè èìååòñÿ òåñíàÿ ñâÿçü.

Òåîðåìà 1.
(1) Ïî êàæäîé ñõåìå èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ S ñî âõîäàìè x1, . . . , xn è ôóíêöèîíàëüíûìè
ýëåìåíòàìè v1, . . . , vm ìîæíî ýôôåêòèâíî ïîñòðîèòü ëèíåéíóþ ïðîãðàììó PS ñî âõîäíûìè
ïåðåìåííûìè x1, . . . , xn è ðàáî÷èìè ïåðåìåííûìè v1, . . . , vm, êîòîðàÿ â ëþáîé ïåðåìåííîé
vi, i = 1, . . . ,m, âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ fvi

(x1, . . . , xn).
(2) Ïî êàæäîé ëèíåéíîé ïðîãðàììå P ñî âõîäíûìè ïåðåìåííûìè X1, . . . , Xn, âû÷èñëÿþùåé
â âûõîäíîé ïåðåìåííîé Z íåêîòîðóþ ôóíêöèþ F (X1, . . . , Xn) ìîæíî ýôôåêòèâíî ïîñòðîèòü
ñõåìó èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ SP ñî âõîäàìè X1, . . . , Xn, â êîòîðîé èìååòñÿ âåðøèíà
v òàêàÿ, ÷òî fv((X1, . . . , Xn) = F (X1, . . . , Xn).

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Ïóñòü S � ñõåìà ñî âõîäàìè x1, . . . , xn è ôóíêöèîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè
v1, . . . , vm. Ïîñòðîèì ïî íåé ëèíåéíóþ ïðîãðàììó PS ñî âõîäíûìè ïåðåìåííûìè x1, . . . , xn

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Óïîðÿäî÷èì âñå âõîäíûå è ôóíêöèîíàëüíûå âåðøèíû S ïî ãëóáèíå (âåðøèíû
îäíîé ãëóáèíû â ëþáîì ïîðÿäêå): u1, . . . , un+m. Ïðîãðàììà PS áóäåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ m
ïðèñâàèâàíèé.
a) Ïóñòü âåðøèíà un+i ïîìå÷åíà ¬ è â íåå âõîäèò ðåáðî èç uj . Òîãäà â êà÷åñòâå i-îé êîìàíäû
ïîìåñòèì â PS ïðèñâàèâàíèå un+i = ¬uj .
á) Ïóñòü âåðøèíà un+i ïîìå÷åíà ◦ ∈ {∧,∨} è â íåå âõîäÿò ðåáðà èç uj è uk. Òîãäà â êà÷åñòâå
i-îé êîìàíäû ïîìåñòèì â PS ïðèñâàèâàíèå un+i = uj ◦ uk.

Óïîðÿäî÷åíèå âåðøèí ïî ãëóáèíå ãàðàíòèðóåò, ÷òî j < n + i è k < n + i. Ïîýòîìó ïðè
âû÷èñëåíèè un+i çíà÷åíèÿ àðãóìåíòîâ óæå ïîëó÷åíû è èíäóêöèåé ïî ãëóáèíå ëåãêî ïîêàçàòü,
÷òî äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . ,m ïðîãðàììà PS âû÷èñëÿåò â ïåðåìåííîé vi ôóíêöèþ fvi

(x1, . . . , xn).

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå ïóíêò (2) òåîðåìû.

Ïðèìåíèì êîíñòðóêöèþ òåîðåìû ê ñõåìå S1. Åå âåðøèíû ìîæíî óïîðÿäî÷èòü ïî ãëóáèíå
òàê: x, y, z, a, b, c, d, e, f . Ïîðîæäàÿ êîìàíäû ïî îïèñàííûì âûøå ïðàâèëàì, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ
ëèíåéíóþ ïðîãðàììó PS1 :
a = x ∧ y;
b = ¬z;
c = ¬a;
d = c ∧ z;
e = a ∧ b;
f = d ∨ e

Çàìå÷àíèå. ×èñëî êîìàíä â ëèíåéíîé ïðîãðàììå PS , ò.å. âðåìÿ åå âûïîëíåíèÿ, ñîâïàäàåò
ñî ñëîæíîñòüþ L(S) ñõåìû S. Ãëóáèíà ñõåìû D(S) òàêæå èìååò ñìûñë ñ òî÷êè çðåíèÿ âðåìåíè
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âû÷èñëåíèÿ. Èìåííî,D(S)� ýòî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ PS íà ìíîãîïðîöåññîðíîé ñèñòåìå. Äåéñòâèòåëüíî,
âñå êîìàíäû, ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíàì îäèíàêîâîé ãëóáèíû, ìîæíî âûïîëíÿòü ïàðàëëåëüíî,
òàê êàê ðåçóëüòàòû ëþáîé èç íèõ íå èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ äðóãîé.

1.1.3 Ñëîæåíèå ïî ìîäóëþ 2

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñõåìó S+:

? ?

���������)

PPPPPPPPPq









�

@
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@@R

u u
���� ����

����
����

x y

∧ ∨

¬

∧

a b

c

d

Ñõåìà S+ äëÿ ôóíêöèè x + y

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì âåðøèíû ýòîé ñõåìû ðåàëèçóþò ñëåäóþùèå ôóíêöèè:
fa(x, y) = x ∧ y, fb(x, y) = x ∨ y, fc(x, y) = ¬fa(x, y) = ¬(x ∧ y), fd(x, y) = fc(x, y) ∧ fb(x, y) =
¬(x ∧ y) ∧ (x ∨ y) = x + y.
Òàêèì îáðàçîì, ñõåìà S+ ðåàëèçóåò (â âåðøèíå d) ôóíêöèþ + ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2.

Èç ïðèâåäåííîãî âûøå ïðèìåðà ñëåäóåò, ÷òî L(S+) = 4 è L(+) ≤ 4.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî L(+) = 4.

Èñïîëüçóÿ ñõåìó S+ íåòðóäíî ïîñòðîèòü ñõåìó Sodd äëÿ ðåàëèçàöèè ëèíåéíîé ôóíêöèè
odd(X1, X2, . . . , Xn) = X1 + X2 + . . . + Xn.

? ? ? ?? ?

u u u u
s s s
q q qx1 x2 x3 xn

S
(1)
+ S

(2)
+ S

(n−1)
+

Ñõåìà Sodd

Íà ýòîé ñõåìå ïðÿìîóãîëüíèêè S
(1)
+ , S

(2)
+ , . . . , S

(n)
+ ñîäåðæàò êîïèè ñõåìû S+. Ïðè ýòîì

âõîäàìè S
(1)
+ ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûå x1 è x2, à âõîäàìè S

(i+1)
+ ÿâëÿþòñÿ âûõîä ñõåìû S

(i)
+

è ïåðåìåííàÿ xi+1. Ïî èíäóêöèè ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî âåðøèíà d â S
(i)
+ ðåàëèçóåò ôóíêöèþ

(x1 + x2 + . . . + xi+1). Òàêèì îáðàçîì, íàìè óñòàíîâëåíà

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò ñõåìà Sodd, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ odd(X1, X2, . . . , Xn) = X1 +X2 +
. . . + Xn ñî ñëîæíîñòüþ L(Sodd) = 4(n− 1).

1.1.4 Ñóììàòîð

Ñóììàòîðîì ïîðÿäêà n íàçûâàþò ñõåìó, âû÷èñëÿþùóþ ðåçóëüòàò ñëîæåíèÿ äâóõ n-ðàçðÿäíûõ
äâîè÷íûõ ÷èñåë a =

∑n−1
i=0 ai2i è b =

∑n−1
i=0 bi2i. Ïóñòü c = a + b =

∑n
i=0 ci2i ( çäåñü ai, bi, ci ∈

{0, 1} � ñîîòâåòñòâóþùèå äâîè÷íûå ðàçðÿäû ýòèõ ÷èñåë).

an−1 . . . a1 a0

+ bn−1 . . . b1 b0

cn cn−1 . . . c1 c0

Ñóììàòîð äîëæåí âû÷èñëÿòü íàáîð èç n ðåçóëüòèðóþùèõ ôóíêöèé: ci(a0, . . . , an−1, b0, . . . , bn−1)
� ðàçðÿäîâ ñóììû c. Îáîçíà÷èì ÷åðåç pi áèò ïåðåíîñà èç (i−1)-ãî ðàçðÿäà â i-ûé. Òîãäà íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî ïðè i = 0
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c0 = a0 + b0 è p1 = a0 ∧ b0,
à ïðè 1 ≤ i ≤ n− 1
ci = pi + ai + bi è pi+1 = (ai ∧ bi) ∨ (pi ∧ ai) ∨ (pi ∧ bi).
Ñòàðøèé ðàçðÿä c cn = pn.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîñòðîåííóþ âûøå ñõåìó S+ êàê ñõåìó, âû÷èñëÿþùóþ íàáîð èç äâóõ
ôóíêöèé: x ∧ y (â âåðøèíå a) è x + y (â âåðøèíå d). Èñïîëüçóÿ äâà ýêçåìïëÿðà ýòîé ñõåìû
S

(1)
+ è S

(2)
+ , ìîæíî ëåãêî ðåàëèçîâàòü ñõåìó îäíîðàçðÿäíîãî ñóììàòîðà SUM1, êîòîðàÿ äëÿ

1 ≤ i ≤ n− 1 ñ òðåìÿ âõîäàìè ai, bi è pi âû÷èñëÿåò ci è pi+1:

?
ci = (ai + bi) + pi

?n
?

∨
p

(ai + bi) ∧ pi

? ?

-

ai ∧ bi

??

u u uai bi pi

ai + bi

S
(1)
+ S

(2)
+

Ñõåìà SUM1

Äåéñòâèòåëüíî, èç ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî â âåðøèíå p ýòîé ñõåìû âû÷èñëÿåòñÿ ôóíêöèÿ
fp = (ai ∧ bi) ∨ ((ai + bi) ∧ pi) = (ai ∧ bi) ∨ (pi ∧ ai) ∨ (pi ∧ bi) = pi+1. Èç ïðåäñòàâëåííîé ñõåìû
âèäíî, ÷òî ñëîæíîñòü îäíîðàçðÿäíîãî ñóììàòîðà L(SUM1) = 9.

Òåïåðü èç S+ è îäíîðàçðÿäíûõ ñóììàòîðîâ SUM1 ñîáåðåì ñõåìó SUMn äëÿ n-ðàçðÿäíîãî
ñóììàòîðà.

?cn−1?cn

s s s
q q q

SUM1

u u
? ? ?

pn−1

SUM1

p3

?

?c2

u u
? ? ?

SUM1

p2 ?c1

u u
? ? ?

S+

u u
? ?

?c0p1

a0 b0a1 b1a2 b2an−1 bn−1

Ñõåìà cóììàòîðà SUMn

Òàêèì îáðàçîì ìû óñòàíîâèëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3. Äëÿ êàæäîãî n ≥ 1 cóùåñòâóåò ñõåìà SUM , ðåàëèçóþùàÿ îïåðàöèþ ñóììèðîâàíèÿ
äâóõ n-ðàçðÿäíûõ äâîè÷íûõ ÷èñåë è èìåþùàÿ ñëîæíîñòü L(SUMn) = 9n− 5.

Çàäà÷à 4. Èñïîëüçóÿ ñõåìó SUMn, ïîñòðîéòå ñõåìó, ðåàëèçóþùóþ îïåðàöèþ âû÷èòàíèÿ
äâóõ n-ðàçðÿäíûõ äâîè÷íûõ ÷èñåë: d = a − b (ïðè óñëîâèè, ÷òî a ≥ b). Îöåíèòå ñëîæíîñòü
ïîëó÷åííîé ñõåìû.

Çàäà÷à 5. Îïðåäåëèòå ãëóáèíó ñõåì S+, Sodd, SUM1 è SUMn.

Çàäà÷à 6. Äâà èãðîêà íåçàâèñèìî âûáèðàþò îäíî èç ÷åòûðåõ ÷èñåë îò 0 äî 3. Ïåðâûé èãðîê
âûèãðûâàåò, åñëè âûáðàííûå ÷èñëà ñîâïàäàþò. Ïîñòðîéòå ñõåìó, îïðåäåëÿþùóþ âûèãðûø
1-ãî èãðîêà. Åå âõîäû x1, x2 ïðåäñòàâëÿþò ÷èñëî, âûáðàííîå 1-ûì èãðîêîì, à y1, y2 � ÷èñëî,
âûáðàííîå 2-ûì èãðîêîì. Ðåàëèçóåìàÿ ôóíêöèÿ F (x1, x2, y1, y2) ðàâíà 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà x1 = y1 è x2 = y2.

Çàäà÷à 7. Ïîñòðîéòå ñõåìó, îïðåäåëÿþùóþ ðåçóëüòàò ãîëîñîâàíèÿ â êîìèòåòå, ñîñòîÿùåì
èç òðåõ ÷ëåíîâ è ïðåäñåäàòåëÿ. Â ñëó÷àå ðàâåíñòâà ãîëîñîâ, ãîëîñ ïðåäñåäàòåëÿ ÿâëÿåòñÿ
ðåøàþùèì.

Çàäà÷à 8. Ïóñòü íàáîðû àðãóìåíòîâ áóëåâîé ôóíêöèè îò òðåõ àðãóìåíòîâ óïîðÿäî÷åíû
ëåêñèêîãðàôè÷åñêè, à åå çíà÷åíèÿ çàäàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ 8 íóëåé è åäèíèö. Ïîñòðîéòå
ñõåìû, ðåàëèçóþùèå ñëåäóþùèå ôóíêöèè.
à) f1 = (1111 1011),
á) f2 = (1001 1001),
â) f = (0011 1001).
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