
1 Ïîëíûå ñèñòåìû ôóíêöèé è òåîðåìà Ïîñòà

Ïóñòü P =
⋃∞

n=0 Pn � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé. Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû óñòà-
íîâèëè, ÷òî ëþáóþ ôóíêöèþ èç P ìîæíî çàäàòü ôîðìóëîé íàä ñèñòåìîé FB = {¬,∧,∨} (â
êà÷åñòâå òàêèõ ôîðìóë ìîæíî, íàïðèìåð, âçÿòü ñîîòâåòñòâóþùèå ÄÍÔ è ÊÍÔ). Òàêèå ñèñòå-
ìû ôóíêöèé íàçûâàþòñÿ ïîëíûìè.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñèñòåìà áóëåâûõ ôóíêöèé F íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè ôîðìóëàìè íàä ýòîé
ñèñòåìîé ìîæíî çàäàòü ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ èç P.

Äðóãèì óæå èçâåñòíûì íàì ïðèìåðîì ïîëíîé ñèñòåìû ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà FJ =
{0, 1, ∗,+}, ïîçâîëÿþùàÿ çàäàòü ïðîèçâîëüíóþ áóëåâó ôóíêöèþ ñ ïîìîùüþ ïîëèíîìà Æåãàë-
êèíà. Ðàçóìååòñÿ, íå âñÿêàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé. Íàïðèìåð, ôîðìóëàìè íàä ñèñòåìîé {∨}
íåâîçìîæíî âûðàçèòü ôóíêöèþ òîæäåñòâåííî ðàâíóþ 0 (ïî÷åìó?). Íàøà öåëü â ýòîì ðàçäåëå
� íàéòè êðèòåðèé, ïîçâîëÿþùèé ïî ñèñòåìå ôóíêöèé îïðåäåëÿòü åå ïîëíîòó.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîëíîòû ïîëåçíî ñëåäóþùåå ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå 2. Çàìûêàíèå [F ] ñèñòåìû ôóíêöèé F � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, êî-
òîðûå ìîæíî çàäàòü ñ ïîìîùüþ ôîðìóë íàä F .

Òîãäà îïðåäåëåíèå ïîëíîé ñèñòåìû ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê:
ñèñòåìà F ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà [F ] = P.

Çàìûêàíèå îáëàäàåò ñëåäóþùèìè îñíîâíûìè ñâîéñòâàìè.

Ïðåäëîæåíèå 1.
(1) F ⊆ [F ].
(2) [[F ]] = [F ].
(3) F ⊆ G ⇒ [F ] ⊆ [G].
(4) Åñëè ñèñòåìà F ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé è F ⊆ [G], òî è ñèñòåìà G ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.

Äîêàçàòåëüñòâîâñåõ ýòèõ óòâåðæäåíèé äîñòàòî÷íî ïðîñòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ çàìûêà-
íèÿ. Íàïðèìåð, ñïðàâåäëèâîñòü ïóíêòà (2) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî âñÿêàÿ ôóíêöèÿ èç [F ] çàäàåòñÿ
íåêîòîðîé ôîðìóëîé íàä F , à òîãäà âñÿêàÿ ôóíêöèÿ èç [[F ]], êîòîðàÿ çàäàåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé
ôóíêöèé èç [F ], çàäàåòñÿ òàêæå íåêîòîðîé ôîðìóëîé íàä F . Ïóíêò (3) î÷åâèäåí, à ïóíêò (4)
ñëåäóåò èç (2) è (3):
F ⊆ [G] ⇒ [F ] ⊆ [[G]] ⇒ [F ] ⊆ [G] è òàê êàê [F ] = P, òî è [G] = P.

Óòâåðæäåíèå (4) ïîçâîëÿåò óñòàíàâëèâàòü ïîëíîòó íåêîòîðîé ñèñòåìû, âûðàæàÿ ñ åå ïîìî-
ùüþ âñå ôóíêöèè äðóãîé ñèñòåìû, ïîëíîòà êîòîðîé óæå óñòàíîâëåíà.

Íàïðèìåð, çàêîíû äå Ìîðãàíà ïîçâîëÿþò âûðàçèòü ∨ ÷åðåç ïàðó ¬, ∧: X ∨Y ≡ ¬(¬X ∧¬Y )
è ∧ � ÷åðåç ïàðó ¬, ∨: X ∧ Y ≡ ¬(¬X ∨ ¬Y ). Ïîýòîìó êàæäàÿ èç ñèñòåì F∧ = {¬,∧} è
F∨ = {¬,∨} òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé. Ýêâèâàëåíòíîñòè (7) è (8) ïîçâîëÿþò âûðàçèòü ∨ ÷åðåç
ïàðó ¬, →: X ∨ Y ≡ ¬X → Y . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëíîé áóäåò è ñèñòåìà F→ = {¬,→}.

Èìåþòñÿ ëè ïîëíûå ñèñòåìû èç îäíîé äâóìåñòíîé ôóíêöèè? Äà. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, {|},
âêëþ÷àþùóþ ëèøü øòðèõ Øåôôåðà. Íàïîìíèì, ÷òî (X|Y ) ≡ ¬(X ∧ Y ). Òîãäà íåòðóäíî ïðî-
âåðèòü, ÷òî ¬X ≡ (X|X) è (X ∧ Y ) ≡ ((X|Y )|(X|Y )). Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà {|} ïîëíàÿ.

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå ïîëíîòó ñèñòåìû {↓}, âêëþ÷àþùåé òîëüêî ñòðåëêó Ïèðñà.

Îïðåäåëåíèå 3. Ñèñòåìà ôóíêöèé [F ] íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè F = [F ].

Î÷åâèäíî, ÷òî çàìêíóòàÿ ñèñòåìà [F ], íå ñîäåðæàùàÿ âñåõ ôóíêöèé èç P, íå ÿâëÿåòñÿ ïîë-
íîé.

Îïðåäåëèì ïÿòü âàæíûõ çàìêíóòûõ ñèñòåì.

Îïðåäåëåíèå 4. (1,2) Ôóíêöèÿ f (n) ∈ P ñîõðàíÿåò 0 ( ñîõðàíÿåò 1), åñëè f(0, 0, . . . , 0) = 0
(f(1, 1, . . . , 1) = 1). Êëàññ âñåõ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ 0, îáîçíà÷èì ÷åðåç S0, à êëàññ âñåõ
ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ 1, � ÷åðåç S1.

(3) Ôóíêöèÿ f (n) ∈ P íàçûâàåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííîé, åñëè äëÿ ëþáîãî íàáîðà àðãóìåíòîâ
(σ1, σ2, . . . , σn) ∈ Bn èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

f(σ1, σ2, . . . , σn) = ¬f(¬σ1,¬σ2, . . . ,¬σn).
Òàêèì îáðàçîì, ñàìîäâîéñòâåííûå ôóíêöèè ïðèíèìàþò íà ïðîòèâîïîëîæíûõ íàáîðàõ ïðî-
òèâîïîëîæíûå çíà÷åíèÿ. Êëàññ âñåõ ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç S.

(4) Ôóíêöèÿ f (n) ∈ P íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé, åñëè îíà ìîæåò áûòü çàäàíà ëèíåéíûì
ìíîãî÷ëåíîì Æåãàëêèíà âèäà
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α0 + α1X1 + α2X2 + . . . αnXn,
ãäå αi ∈ {0, 1} ïðè i = 0, 1, 2, . . . , n.

Êëàññ âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç L.

(5) Ôóíêöèÿ f (n) ∈ P íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ íàáîðîâ àðãóìåíòîâ
(σ1, σ2, . . . , σn) ∈ Bn è (ρ1, ρ2, . . . , ρn) ∈ Bn òàêèõ, ÷òî äëÿ âñåõ j ∈ [1, n] σj ≥ ρj , èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî

f(σ1, σ2, . . . , σn) ≥ f(ρ1, ρ2, . . . , ρn).

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà ïÿòü ôóíêöèé îò 3-õ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû â ñëåäó-
þùåé òàáëèöå.

Òàáëèöà 1: Òàáëèöà 1.

X1 X2 X3 f1 f2 f3 f4 f5

0 0 0 1 1 0 0 0
0 0 1 0 1 0 1 0
0 1 0 0 0 1 1 1
0 1 1 1 0 0 0 1
1 0 0 1 0 1 1 0
1 0 1 0 0 0 0 0
1 1 0 0 1 1 0 1
1 1. 1 0 1 1 1 1

Èç îïðåäåëåíèé íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî f3, f4 è f5 ñîõðàíÿþò 0, ò.å. âõîäÿò â S0, à
ôóíêöèè f2, f3, f4 è f5 ñîõðàíÿþò 1, ò.å. âõîäÿò â S1. Ôóíêöèÿ f3 ÿâëÿåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííîé,
à f2 � íåò, òàê êàê f2(0, 0, 0) = f2(1, 1, 1). Ôóíêöèÿ f2 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé � îíà çàäàåòñÿ ìíîãî-
÷ëåíîì X1 + X2 + 1. Ôóíêöèÿ f5 ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé, à f3 � íåò, òàê êàê f3(0, 1, 1) = 0 < 1 =
f3(0, 1, 0).

Çàäà÷à 2. Îïðåäåëèòå ïðèíàäëåæíîñòü êàæäîé èç ôóíêöèé f1, f2, f3, f4 è f5 êàæäîìó èç
êëàññîâ S0,S1,S,L è M.

Òåîðåìà 1. Êëàññû S0,S1,S,L è M ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè.

Äîêàçàòåëüñòâîçàìêíóòîñòè âñåõ óêàçàííûõ êëàññîâ ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ
ôîðìóë. Ïóñòü F ∈ {S0,S1,S,L,M} è f ∈ [F ] çàäàåòñÿ íåêîòîðîé ôîðìóëîé íàä F . Íóæíî
ïîêàçàòü, ÷òî òîãäà f ∈ F .

Áàçèñ èíäóêöèè, êîãäà ýòà ôîðìóëà åñòü ïåðåìåííàÿ X, î÷åâèäåí.

Ïóñòü f(X1, . . . , Xk) = g(f1(X1, . . . , Xk), . . . , fn(X1, . . . , Xk)), è ôóíêöèè g(n), f
(k)
1 , . . . , f

(k)
n

âõîäÿò â F . Òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî òîãäà è f âõîäèò â F .

Äëÿ F = S0 ýòî ïðîñòî:
f(0, 0, . . . , 0) = g(f1(0, . . . , 0), . . . , fn(0, . . . , 0)) = g(0, 0, . . . , 0) = 0.
Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ ñëó÷àé F = S1.

Åñëè F = S è (σ1, σ2, . . . , σk) � ïðîèçâîëüíûé íàáîð àðãóìåíòîâ, òî
f(σ1, σ2, . . . , σk) = ¬g(¬f1(σ1, . . . , σk), . . . ,¬fn(σ1, . . . , σk)) = ¬g(¬¬f1(¬σ1, . . . ,¬σk), . . . ,
¬¬fn(¬σ1, . . . ,¬σk) = ¬g(f1(¬σ1, . . . ,¬σk), . . . , fn(¬σ1, . . . ,¬σk)) = ¬f(¬σ1,¬σ2, . . . ,¬σk).
Ñëåäîâàòåëüíî, f ∈ S.

Ïóñòü F = L. Òàê êàê òîãäà g(n) è âñå f
(k)
i ëèíåéíû, òî ñóùåñòâóþò òàêèå êîýôôèöèåíòû

α0, α1, . . . , αn è βi0, β1i, . . . , βki (i = 1, . . . , n) òàêèå, ÷òî g(X1, . . . , Xn) = α0 + α1X1 + . . . + αnXn

è fi(X1, . . . , Xk) = β0i + β1iX1 + βkiXk (i = 1, . . . , n).
Ïîäñòàâèâ ýòè âûðàæåíèÿ â ôîðìóëó äëÿ f (k), ïîëó÷èì

f(X1, . . . , Xk) = α0 + α1(β01 + β11X1 + βk1Xk) + . . . + αn(β0n + β1nX1 + βknXk) = (α0 + β01 +
. . . + β0n) + (α1β11 + . . . + αnβ1n)X1 + . . . + (α1βk1 + . . . + αnβkn)Xk = γ0 + γ1X1 + . . . + γkXk,
ãäå γ0, γ1, . . . , γk � çíà÷åíèÿ ñóìì êîíñòàíò â ñîîòâåòñòâóþùèõ ñêîáêàõ. Ñëåäîâàòåëüíî, f ∈ L.

Íàêîíåö ðàññìîòðèì êëàññ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé. Åñëè g(n) è âñå f
(k)
i ∈ M è (σ1, σ2, . . . , σk) è

(ρ1, ρ2, . . . , ρk)� äâà íàáîðà àðãóìåíòîâ òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ j ∈ [1, k] σj ≥ ρj , òî fi(σ1, σ2, . . . , σk) ≥
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fi(ρ1, ρ2, . . . , ρk) è ïîýòîìó
f(σ1, σ2, . . . , σk) = g(f1(σ1, σ2, . . . , σk), . . . , fn(σ1, σ2, . . . , σk)) ≥ g(f1(ρ1, ρ2, . . . , ρk), . . . ,
fn(ρ1, ρ2, . . . , ρk)) = f(ρ1, ρ2, . . . , ρk).
Òàêèì îáðàçîì, f ∈ M. 2

Ñëåäñòâèå 1.1. Êëàññû ôóíêöèé S0,S1,S,M è L íå ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñÿêàÿ ñèñòåìà, íå ñîäåðæàùàÿñÿ âíóòðè îäíîãî èç óêàçàííûõ ïÿòè êëàñ-
ñîâ ïîëíà.

Òåîðåìà 2. (Òåîðåìà Ïîñòà î ïîëíîòå) Ñèñòåìà áóëåâûõ ôóíêöèé F ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà íå ñîäåðæèòñÿ íè â îäíîì èç êëàññîâ S0,S1,S,M è L, ò.å.
êîãäà â íåé èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà ôóíêöèÿ, íå ñîõðàíÿþùàÿ 0, õîòÿ áû ïî îäíà ôóíêöèÿ, íå
ñîõðàíÿþùàÿ 1, õîòÿ áû ïî îäíà íåñàìîäâîéñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, õîòÿ áû ïî îäíà íåìîíîòîí-
íàÿ ôóíêöèÿ è õîòÿ áû ïî îäíà íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ òåîðåìû íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç óñòàíîâ-
ëåííîãî âûøå Ñëåäñòâèÿ 1.1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî F ñîäåðæèò íå ñîõðàíÿþùóþ 0

ôóíêöèþ f
(i)
0 , íå ñîõðàíÿþùóþ 1 ôóíêöèþ f

(j)
1 , íåñàìîäâîéñòâåííóþ ôóíêöèþ f

(k)
s , íåìîíî-

òîííóþ ôóíêöèþ f
(r)
m è íåëèíåéíóþ ôóíêöèþ f

(p)
l . Ïîêàæåì, ÷òî ñ ïîìîùüþ ýòèõ ôóíêöèé

âñåãäà ìîæíî âûðàçèòü ôóíêöèè îäíîé èç äâóõ óæå èçâåñòíûõ íàì ïîëíûõ ñèñòåì: {¬,∧} èëè
{¬,∨}. Äëÿ ýòîãî óñòàíîâèì, ÷òî:
1) èñïîëüçóÿ f0, f1 è fs, ìîæíî âûðàçèòü êîíñòàíòû 0 è 1;
2) ñ ïîìîùüþ êîíñòàíò èç fm ìîæíî ïîëó÷èòü îòðèöàíèå ¬;
3) ñ ïîìîùüþ êîíñòàíò è îòðèöàíèÿ èç fl ìîæíî ïîëó÷èòü êîíúþíêöèþ ∧ èëè äèçúþíêöèþ ∨.

Ëåììà 1. Ôîðìóëàìè, ïîñòðîåííûìè èç ôóíêöèé f0, f1 è fs, ìîæíî çàäàòü êîíñòàíòû 0 è
1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äâà âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿ f0 íà íàáîðå àðãóìåíòîâ, ñîñòîÿ-
ùåì èç îäíèõ åäèíèö.
Ñëó÷àé 1. f0(1, . . . , 1) = 0. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g(X), çàäàííóþ ôîðìóëîé f0(X, . . . ,X). Òî-
ãäà, î÷åâèäíî, g(0) = f0(0, . . . , 0) = 1, à g(1) = f0(1, . . . , 1) = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè
îòðèöàíèå: g(X) = ¬X. Òàê êàê fs(k) /∈ S, òî äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ
(σ1, . . . , σk) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî fs(σ1, . . . , σk) = fs(¬σ1, . . . ,¬σk) = const ∈ {0, 1}. Ïîëîæèì
òîãäà h(X) = fs(Xσ1 , . . . , Xσk) (òàêàÿ ïîäñòàíîâêà ïåðåìåííîé X1 è åå îòðèöàíèÿ X0 âîç-
ìîæíà, òàê êàê ìû óæå ïîëó÷èëè îòðèöàíèå). Òîãäà h � ýòî êîíñòàíòà const. Äåéñòâèòåëüíî,
h(1) = fs(1σ1 , . . . , 1σk) = fs(σ1, . . . , σk) = fs(¬σ1, . . . ,¬σk) = fs(0σ1 , . . . , 0σk) = h(0) = const.
Äðóãàÿ êîíñòàíòà òîãäà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé ¬h(X).
Ñëó÷àé 2. f0(1, . . . , 1) = 1. Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà f0(X, . . . , X) çàäàåò ôóíêöèþ g(X), òîæäå-
ñòâåííî ðàâíóþ 1, à ôîðìóëà f1(g(X), . . . , g(X)) çàäàåò ôóíêöèþ h(X), òîæäåñòâåííî ðàâíóþ
0. Äåéñòâèòåëüíî, h(σ) = f1(g(σ), . . . , g(σ)) = f1(1, . . . , 1) = 0 äëÿ ëþáîãî σ ∈ {0, 1}.
2

Ëåììà 2. Ôîðìóëàìè, ïîñòðîåííûìè èç êîíñòàíò 0 è 1 è íåìîíîòîííîé ôóíêöèè f
(r)
m ,

ìîæíî çàäàòü îòðèöàíèå ¬.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê f
(r)
m íåìîíîòîííà, òî èìåþòñÿ äâà ðàçíûõ íàáîðà àðãóìåíòîâ σ̃ =

(σ1, . . . , σr) è ρ̃ = (ρ1, . . . , ρr) òàêèõ, ÷òî äëÿ âñåõ j ∈ [1, r] σj ≥ ρj è ïðè ýòîì fm(σ1, σ2, . . . , σn) =
0, à fm(ρ1, ρ2, . . . , ρn) = 1. Ïóñòü i1, . . . , il � ýòî âñå èíäåêñû, äëÿ êîòîðûõ σij = 1 > ρij = 0. Òàê
êàê σ̃ 6= ρ̃, òî l ≥ 1. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç (l+1)-ãî íàáîðà àðãóìåíòîâ ρ̃0, ρ̃1, . . . , ρ̃l

ñëåäóþùèì îáðàçîì: ρ̃0 = ρ̃, à äàëåå êàæäûé íàáîð ρ̃j ïîëó÷åòñÿ èç ïðåäûäóùåãî ρ̃j−1 çàìåíîé
ij -îé êîîðäèíàòû ñ 0 íà 1. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäíèé èç ýòèõ íàáîðîâ ρ̃l ñîâïàäàåò ñ σ̃. Ðàñ-
ñìîòðèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè fm íà ýòèõ íàáîðàõ: fm(ρ̃0), fm(ρ̃1), . . . , fm(ρ̃l). Òàê êàê ïåðâîå èç
íèõ fm(ρ̃0) = fm(ρ̃) = 1, à ïîñëåäíåå fm(ρ̃l) = fm(σ̃) = 0, òî íàéäóòñÿ äâà ñîñåäíèõ íàáîðà ρ̃j−1

è ρ̃j òàêèõ, ÷òî fm(ρ̃j−1) = 1, à fm(ρ̃j) = 0. Îíè îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ij-îé êîîðäèíàòîé. Ïóñòü
ρ̃j−1 = (α1, . . . , αij−1, 0, αij+1, . . . , αr), a ρ̃j = (α1, . . . , αij−1, 1, αij+1, . . . , αr). Ïîëîæèì òîãäà
g(X) = fm(α1, . . . , αij−1, X, αij+1, . . . , αr). Òîãäà g(0) = fm(α1, . . . , αij−1, 0, αij+1, . . . , αr) = 1, a
g(1) = fm(α1, . . . , αij−1, 1, αij+1, . . . , αr) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, g(X) = ¬X.
2

Ëåììà 3. Ôîðìóëàìè, ïîñòðîåííûìè èç êîíñòàíò 0 è 1, îòðèöàíèÿ ¬ è íåëèíåéíîé ôóíê-

öèè f
(p)
l , ìîæíî çàäàòü äèçúþíêöèþ ∨ èëè êîíúþíêöèþ ∧.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê f
(p)
l /∈ L, òî â ïðåäñòàâëÿþùèé åå ìíîãî÷ëåí Æåãàëêèíà îáÿçà-

òåëüíî âõîäèò ñëàãàåìîå âèäàXi1∗Xi2∗. . .∗Xik
(k ≥ 2). Âûáåðåì ñàìîå êîðîòêîå èç òàêèõ ñëàãàå-

ìûõ è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g1(Xi1 , Xi2) = fl(σ1, . . . , σi1−1, Xi1 , σi1+1, . . . , σi2−1, Xi2 , σi2+1, . . . , σp),
ãäå σj = 1 ïðè j ∈ {i3, . . . , ik} è σj = 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Ïðè òàêîé ïîäñòàíîâêå êîíñòàíò
ìíîãî÷ëåí Æåãàëêèíà äëÿ g(X1, X2) = g1(X1, X2) èìååò âèä: α0 + α1X1 + α2X2 + X1 ∗X2, ãäå
α0, α1, α2 ∈ {0, 1}. Òàêèì îáðàçîì, âñåãî âîçìîæíî 8 âàðèàíòîâ. Ðàññìîòðèì 4 èç íèõ â ñëó÷àå,
êîãäà α0 = 0. Òîãäà
1) ïðè α1 = 0 è α2 = 0 ïîëó÷àåì, ÷òî g(X1, X2) ≡ X1 ∧X2;
2) ïðè α1 = 0 è α2 = 1 ïîëó÷àåì, ÷òî g(¬X1, X2) ≡ X2 + ¬X1 ∗X2 ≡ (1 + ¬X1) ∗X2 ≡ X1 ∧X2;
3) ïðè α1 = 1 è α2 = 0 ïîëó÷àåì, ÷òî g(X1,¬X2) ≡ X1 + X1 ∗ ¬X2 ≡ X1 ∗ (1 + ¬X2) ≡ X1 ∧X2;
4) ïðè α1 = 1 è α2 = 1 èìååì g(X1, X2) ≡ X1 + X2 + X1 ∗X2 ≡ X1 ∨X2.

Îñòàëüíûå 4 âàðèàíòà â ñëó÷àå , êîãäà α0 = 1, ïîëó÷àþòñÿ êàê îòðèöàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
âàðèàíòîâ äëÿ α0 = 0.
2

Èç ïðèâåäåííûõ òðåõ ëåìì, î÷åâèäíî, ñëåäóåò äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ òåîðåìû.
2

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé íàáîð ôóíêöèé.

Òàáëèöà 2: Òàáëèöà 2.

X1 X2 X3 f g h
0 0 0 1 1 0
0 0 1 0 1 0
0 1 0 0 0 1
0 1 1 1 0 0
1 0 0 0 0 1
1 0 1 1 1 0
1 1 0 1 1 1
1 1 1 0 1 0

Ôóíêöèÿ f , î÷åâèäíî, íå ñîõðàíÿåò 0 è 1, íî ÿâëÿåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííîé. Ôóíêöèÿ g(X1, X2, X3) =
1 + X1 + X2 + X1 ∗X3 + X1 ∗X2 ∗X3 ÿâëÿåòñÿ íåñàìîäâîéñòâåííîé, íåìîíîòîííîé è íåëèíåé-
íîé. Ïî ëåììå 1 ïîëó÷àåì, ÷òî f(X, X, X) = ¬X, ôóíêöèÿ g1(X) = g(X, X, X) ≡ 1, à ôóíêöèÿ
g0(X) = ¬g1(X) ≡ 0. Ïîäñòàâèâ X2 = 0 â g ïîëó÷èì g3(X1, X3) = g(X1, 0, X3) = 1+X1+X1∗X3.
Òîãäà h(X1, X2) = ¬g3(X1,¬X2) = ¬(1 + X1 + X1 ∗ ¬X2) ≡ ¬(1 + X1 ∗ (1 + ¬X2)) ≡ X1 ∗ X2.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ñ ïîìîùüþ f è g ñóìåëè âûðàçèòü îáå ôóíêöèè ïîëíîé ñèñòåìû {¬,∧} è,
ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà ôóíêöèé {f, g} ïîëíàÿ.

Çàäà÷à 3. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû çàäà÷è 2, îïðåäåëèòå, êàêèå èç òðîåê ôóíêöèé, ïðåäñòàâ-
ëåííûõ â òàáëèöå 1, ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè ñèñòåìàìè. Èìåþòñÿ ëè ñðåäè íèõ ïîëíûå ñèñòåìû
èç äâóõ ôóíêöèé? Èç îäíîé ôóíêöèè?

Çàäà÷à 4. Ïðîâåðüòå ïîëíîòó ñèñòåìû ôóíêöèé {g, h} , ïðåäñòàâëåííûõ â òàáëèöå 2. Åñëè
îíà ïîëíà, âûðàçèòå ñ ïîìîùüþ ýòèõ ôóíêöèé îáå êîíñòàíòû, îòðèöàíèå ¬ è èìïëèêàöèþ
→.

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî ñèñòåìà {∨,∧,→} íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé. Ìîæíî ëè åå ñäåëàòü
ïîëíîé, äîáàâèâ íåêîòîðóþ êîíñòàíòó?

Çàäà÷à 6. Âûðàçèòå ôóíêöèè {0, 1,∨,∧,∼} ñ ïîìîùüþ ôîðìóë, ïîñòðîåííûõ èç ôóíêöèé
ïîëíîé ñèñòåìû {¬,→}.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïîëíàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé ïîëíîé ñèñòåìîé èëè
áàçèñîì , åñëè ïîñëå óäàëåíèÿ èç íåå ëþáîé ôóíêöèè îíà ïåðåñòàåò áûòü ïîëíîé.

Íàïðèìåð, ñèñòåìà {¬,∧,∨} íå ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì, à êàæäàÿ èç ñèñòåì {¬,∧}, {¬,∨} ÿâëÿ-
åòñÿ. Ìû óæå çíàåì, ÷òî èìåþòñÿ ïîëíûå ñèñòåìû, ñîñòîÿùèå èç îäíîé ôóíêöèè (íàïðèìåð,
ñèñòåìà {|}). Îíè, êîíå÷íî, ÿâëÿþòñÿ áàçèñàìè. Èìåþòñÿ è ïîëíûå ñèñòåìû, âêëþ÷àþùèå 3
ôóíêöèè, íàïðèìåð ñèñòåìà {1, ∗,+}, íà êîòîðîé îñíîâàíû ìíîãî÷ëåíû Æåãàëêèíà (îòìåòèì,
÷òî êîíñòàíòó 0 ìîæíî âûðàçèòü êàê 1+1). Èç òåîðåìû Ïîñòà ñëåäóåò, ÷òî íèêàêàÿ ìèíèìàëü-
íàÿ ñèñòåìà íå ñîäåðæèò áîëåå 5 ôóíêöèé. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ïîëíîòû âñåãäà äîñòàòî÷íî
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÷åòûðåõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 3. Âî âñÿêîì áàçèñå F ñîäåðæèòñÿ íå áîëåå 4-õ ôóíêöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåìå Ïîñòà â áàçèñå F èìååòñÿ ôóíêöèÿ f
(i)
0 /∈ S0.

Ïîýòîìó f0(0, 0, . . . , 0) = 1. Åñëè îíà õîòÿ áû íà îäíîì íàáîðå çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ ïðèíèìàåò

çíà÷åíèå 0, òî îíà íåìîíîòîííà, ò.å. f
(i)
0 /∈ M. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, f0 íà âñåõ íàáîðàõ çíà÷åíèé

àðãóìåíòîâ ðàâíà 1. Íî òîãäà îíà íåñàìîäâîéñòâåííà , òàê êàê f0(0, 0, . . . , 0) = 1 = f0(1, 1, . . . , 1).
Âî âñåõ ñëó÷àÿõ f0 /∈ M èëè f0 /∈ S è, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèñòåìå F ñîäåðæèòñÿ íå áîëåå 4-õ
ôóíêöèé.
2

Ìîæåò áûòü, â ìèíèìàëüíîé ñèñòåìå ìîæíî îáîéòèñü òðåìÿ ôóíêöèÿìè? Ýòî íå òàê. Ðàñìîò-
ðèì, íàïðèìåð, ñèñòåìó F (4) = {0, 1, X ∧ Y, X + Y + Z}. Â ýòîé ñèñòåìå, 0 /∈ S1 ∪ S, 1 /∈
S0, X + Y + Z /∈ M, X ∧ Y /∈ L. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè óäàëåíèè ëþáîé èç ôóíêöèé ñè-
ñòåìà F (4) ïåðåñòàåò áûòü ïîëíîé. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 3 äàåò íàèëó÷øóþ âåðõíþþ îöåíêó
÷èñëà ôóíêöèé â áàçèñå.

Çàäà÷à 7. Îïðåäåëèòå êîëè÷åñòâî ôóíêöèé èç Pn, ïðèíàäëåæàùèõ êàæäîìó èç êëàññîâ
S0,S1,S è L.

Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ìîíîòîííûõ ôóíêöèé â Pn íå ìåíüøå 2C[n/2]
n .

Çàäà÷à 9. Íàéäèòå âñå áàçèñû, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü, óäàëÿÿ ôóíêöèè èç ñèñòåìû
{0, 1,∧,∨,→}.

Çàìå÷àíèå. Å. Ïîñò â ðàáîòàõ, îïóáëèêîâàííûõ â 1921 è 1941 ãã. óñòàíîâèë íå òîëüêî
êðèòåðèé ïîëíîòû, íî è îïèñàë ñòðóêòóðó âñåõ çàìêíóòûõ êëàññîâ ôóíêöèé â P. Îí ïîêàçàë,
÷òî ÷èñëî òàêèõ êëàññîâ ñ÷åòíî è ÷òî â êàæäîì èç íèõ èìååòñÿ ñîáñòâåííûé êîíå÷íûé áàçèñ.
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