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1 Ïåðåðàáîòêà èíôîðìàöèè ñ ïîìîùüþ êîíå÷íûõ àâ-
òîìàòîâ

Êîíå÷íûå àâòîìàòû ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ óñòðîéñòâ, ïåðåðàáàòûâàþ-
ùèõ äèñêðåòíóþ âõîäíóþ èíôîðìàöèþ â ðåæèìå �ðåàëüíîãî âðåìåíè�, ò.å. â òåìïå
åå ïîñòóïëåíèÿ.
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- -x(t) . . . x(2)x(1) y(t) . . . y(2)y(1)A

Àâòîìàò

Íà òàêèå óñòðîéñòâà â ïîñëåäîâàòåëüíûå äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè 1, 2, . . . , t, t+
1, . . . ïîñòóïàþò âõîäíûå ñèãíàëû x(1), x(2), . . . , x(t), x(t+ 1), . . . è â îòâåò íà íèõ àâ-
òîìàò A âûðàáàòûâàåò âûõîäíûå ñèãíàëû y(1)y(2), . . . , y(t), y(t + 1), . . .. Êîíå÷íûå
àâòîìàòû õàðàêòåðèçóþòñÿ äâóìÿ îñîáåííîñòÿìè.

1) Îòñóòñòâèå ïðåäâîñõèùåíèÿ: âûõîäíîé ñèãíàë y(t), âûäàâàåìûé àâòîìàòîì
â ìîìåíò t, çàâèñèò ëèøü îò ïîëó÷åííûõ ê ýòîìó âðåìåíè âõîäîâ x(1), x(2), . . . , x(t),
ò.å. àâòîìàò íå ìîæåò ïðåäâîñõèòèòü áóäóùèå âõîäû è çàðàíåå íà íèõ îòðåàãèðîâàòü.
Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ âûõîäîâ Ψ(x(1), x(2), . . . , x(t)) = y(t),
îïðåäåëÿþùàÿ î÷åðåäíîé âûõîä ïî ïðåäøåñòâóþùåìó âõîäó.

2) Êîíå÷íàÿ ïàìÿòü: â êàæäûé ìîìåíò t èíôîðìàöèÿ â àâòîìàòå î ïîëó÷åííîì
ê ýòîìó ìîìåíòó âõîäå x(1), x(2), . . . , x(t) êîíå÷íà. Ýòî ñâîéñòâî óäîáíî èíòåðïðå-
òèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: àâòîìàò èìååò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé Q è â
êàæäûé ìîìåíò íàõîäèòñÿ â îäíîì èç ýòèõ ñîñòîÿíèé. Ïðè ïîëó÷åíèè î÷åðåäíîãî
âõîäà ñîñòîÿíèå ìîæåò èçìåíèòüñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñîñòîÿíèå q ∈ Q, â êîòîðîì íà-
õîäèòñÿ àâòîìàò ïîñëå ïîëó÷åíèÿ âõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x(1), x(2), . . . , x(t), è
ïðåäñòàâëÿåò èíôîðìàöèþ îá ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èñïîëüçóåìóþ â äàëüíåéøåé
ðàáîòå àâòîìàòà ïðè îïðåäåëåíèè ñëåäóþùåãî ñîñòîÿíèÿ è âûõîäà.

Íàøå îáñóæäåíèå ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ êîíå÷íîãî àâòîìàòà ñ
âûõîäîì.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Êîíå÷íûé àâòîìàò - ïðåîáðàçîâàòåëü � ýòî ñèñòåìà âèäà
A =< ΣX ,ΣY , Q, q0,Φ,Ψ >,

âêëþ÷àþùàÿ ñëåäóþùèå êîìïîíåíòû:
ΣX = {a1, . . . , am} (m ≥ 1) � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî - âõîäíîé àëôàâèò;
ΣY = {b1, . . . , br} (r ≥ 1) � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî - âûõîäíîé àëôàâèò;
Q = {q0, . . . , qn−1} (n ≥ 1) � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî - àëôàâèò âíóòðåííèõ ñîñòîÿ-
íèé;
q0 ∈ Q � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå àâòîìàòà;
Φ : Q× ΣX → Q � ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ, Φ(q, a) � ýòî ñîñòîÿíèå, â êîòîðîå ïåðåõî-
äèò àâòîìàò èç ñîñòîÿíèÿ q, êîãäà ïîëó÷àåò íà âõîä ñèìâîë a;
Ψ : Q×ΣX → ΣY � ôóíêöèÿ âûõîäà, Ψ(q, a) � ýòî ñèìâîë èç ΣY , êîòîðûé âûäàåò
íà âûõîä àâòîìàò â ñîñòîÿíèè q, êîãäà ïîëó÷àåò íà âõîä ñèìâîë a.

Èíîãäà ïàðó ôóíêöèé Φ,Ψ íàçûâàþò ïðîãðàììîé àâòîìàòà A è çàäàþò êàê ñïè-
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ñîê èç mn êîìàíä âèäà qiaj → Φ(qi, aj)/Ψ(qi, aj).

Äðóãîé óäîáíûé ñïîñîá çàäàíèÿ ôóíêöèé Φ è Ψ � òàáëè÷íûé. Êàæäàÿ èç íèõ
îïðåäåëÿåòñÿ òàáëèöåé (ìàòðèöåé) ðàçìåðà n×m, ñòðîêè êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò ñî-
ñòîÿíèÿì èç Q, à ñòîëáöû � ñèìâîëàì èç âõîäíîãî àëôàâèòà ΣX . Â ïåðâîé èç íèõ íà
ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè qi è ñòîëáöà aj ñòîèò ñîñòîÿíèå Φ(qi, aj), à âî âòîðîé � âûõîäíîé
ñèìâîë Ψ(qi, aj).

Åùå îäèí ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íîãî àâòîìàòà îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè
îðèåíòèðîâàííûõ ðàçìå÷åííûõ ãðàôîâ.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Äèàãðàììà àâòîìàòà A =< ΣX ,ΣY , Q, q0,Φ,Ψ > � ýòî îðè-
åíòèðîâàííûé (ìóëüòè) ãðàô DA = (Q,E) ñ ïîìå÷åííûìè ðåáðàìè, â êîòîðîì
âûäåëåíà âåðøèíà�íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå q0 è èç êàæäîé âåðøèíû q ∈ Q âûõîäèò
|ΣX | ðåáåð, ïîìå÷åííûõ ïàðàìè ñèìâîëîâ a/b (a ∈ ΣX , b ∈ ΣY ). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
êàæäîé q ∈ Q è êàæäîãî ñèìâîëà a ∈ ΣX èìååòñÿ åäèíñòâåííîå ðåáðî ñ ìåòêîé
a/Ψ(q, a) èç q â âåðøèíó q′ = Φ(q, a).

Êàê àâòîìàò A ïåðåðàáàòûâàåò âõîäíîå ñëîâî x1x2 . . . xt? Îí íà÷èíàåò ðàáîòó
â ñîñòîÿíèè q(0) = q0. Çàòåì, ïîëó÷èâ (ïðî÷èòàâ) âõîäíîé ñèìâîë x1, ïåðåõîäèò
â ñîñòîÿíèå q(1) = Φ(q0, x1) è âûäàåò ñèìâîë y(1) = Ψ(q0, x1). Äàëåå, ïîëó÷èâ x2

A ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå q(2) = Φ(q(1), x2) è âûäàåò ñèìâîë y(2) = Ψ(q(1), x2) è
ò.ä. Òàêèì îáðàçîì, ðàáîòà àâòîìàòà, õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïðîõîäè-
ìûõ èì ñîñòîÿíèé q(0), q(1), . . . , q(t), . . . è ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ âûõîäíûõ ñèìâîëîâ
y(1), . . . , y(t), . . .. Îíè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ðåêêóðåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè:
q(0) = q0

q(1) = Φ(q(0), x1)
y(1) = Ψ(q0, x1)
. . .
q(t+ 1) = Φ(q(t), xi)
y(t+ 1) = Ψ(q(t), xi)
. . .

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ àâòîìàòîâ-ïðåîáðàçîâàòåëåé.

Ïðèìåð 1.1. Ñóììàòîð ïîñëåäîâàòåëüíîãî äåéñòâèÿ

Ìû óæå ñòðîèëè ñõåìó èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ SUMn, ðåàëèçóþùóþ äëÿ
ôèêñèðîâàííîãî n ñóììèðîâàíèå äâóõ n-ðàçðÿäíûõ äâîè÷íûõ ÷èñåë. Ïîñòðîèì òå-
ïåðü êîíå÷íûé àâòîìàò SUM , êîòîðûé ñìîæåò ñêëàäûâàòü äâà äâîè÷íûõ ÷èñëà ïðî-
èçâîëüíîé ðàçðÿäíîñòè. Íà âõîä ýòîãî àâòîìàòà áóäóò ïîñëåäîâàòåëüíî ïîäàâàòüñÿ
ïàðû x(i) = (x1(i), x2(i)) ñîîòâåòñòâóþùèõ i-ûõ (1 ≤ i ≤ r) ðàçðÿäîâ äâóõ äâîè÷íûõ
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÷èñåë x1 = x1(r) . . . x1(2)x1(1) è x2 = x2(r) . . . x2(2)x2(1), à ïðèçíàêîì çàâåðøåíèÿ
÷èñåë áóäåò ñëóæèòü ñèìâîë x(r+ 1) = ∗ (åñëè îäíî èç ñëàãàåìûõ êîðî÷å äðóãîãî, òî
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íåäîñòàþùèå ðàçðÿäû � íóëè). Âûõîäîì àâòîìàòà äîëæíà áûòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (r + 1) äâîè÷íûõ ðàçðÿäîâ ñóììû y = x1 + x2:

x1(r) . . . x1(2) x1(1)
+ x2(r) . . . x2(2) x2(1)

y(r + 1) y(r) . . . y(2) y(1)
Òàêèì îáðàçîì, âõîäíîé àëôàâèò àâòîìàòà: ΣX = {(00), (01), (10), (11), ∗}, à âû-

õîäíîé àëôàâèò: ΣY = {0, 1}. ×òî íóæíî çíàòü àâòîìàòó SUM , î ïåðâûõ i ðàçðÿäàõ
x1 è x2, ÷òîáû ïîëó÷èâ èõ (i+ 1)-ûå ðàçðÿäû (x1(i+ 1), x2(i+ 1)), âåðíî îïðåäåëèòü
âûõîä y(i + 1)? ßñíî, ÷òî äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çíàòü áûë ëè ïåðåíîñ â i-ûé ðàç-
ðÿä. Ïîýòîìó ìîæíî çàôèêñèðîâàòü ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé Q = {q0, q1}, â êîòîðîì q0

îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåíîñà íå áûëî, à q1, ÷òî ïåðåíîñ áûë.
Òåïåðü ëåãêî ïîñòðîèòü òàáëèöû, ïðåäñòàâëÿþùèå ôóíêöèè ïåðåõîäîâ è âûõîäîâ

àâòîìàòà SUM .

Φ :
Q \ ΣX (00) (01) (10) (11) *
q0 q0 q0 q0 q1 q0

q1 q0 q1 q1 q1 q0

Ψ :
Q \ ΣX (00) (01) (10) (11) *
q0 0 1 1 0 0
q1 1 0 0 1 1

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ñèìâîëà * àâòîìàò SUM ïåðåõîäèò â íà÷àëüíîå ñîñòî-
ÿíèå q0 è ãîòîâ âûïîëíÿòü ñëîæåíèå ñëåäóþùåé ïàðû ÷èñåë. Íà äèàãðàììå àâòîìàòà

⇒-
(00)/0

(01)/1

∗/0

(10)/1

q0 q1��
��

��
��

�

(11)/1

(01)/0
(10)/0

-
�

(11)/0

(00)/0∗/1
Ðèñ. 1: Äèàãðàììà àâòîìàòà SUM

ó âåðøèíû q0 ÷åòûðå ïåòëè, à ó âåðøèíû q1 � òðè, îáúåäèíåíû â îäíó ñ ÷åòûðüìÿ è
òðåìÿ ìåòêàìè, ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷íî òàê æå ñëèòû äâà ðåáðà èç q1 â q0. Ñòðåëêîé
óêàçàíî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå.

1.1 Çàäà÷è
Çàäà÷à 1.1. Ïîñòðîéòå êîíå÷íûé àâòîìàò, ðåàëèçóþùèé âû÷èòàíèå äâîè÷íûõ
÷èñåë.
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Çàäà÷à 1.2. Àâòîìàò ïî ïðîäàæå êîôå èìååò ùåëü äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìîíåò, êíîï-
êó, íàæàòèå êîòîðîé ïîñëå óïëàòû äîñòàòî÷íîé ñóììû, ïðèâîäèò ê ïîëó÷åíèþ
êîôå, è íàêîïèòåëü, ÷åðåç êîòîðûé îí âûäàåò ñäà÷ó ïîêóïàòåëþ. Àâòîìàò ïðè-
íèìàåò ìîíåòû äîñòîèíñòâîì â 1, 2 è 5 ðóáëåé. ×àøêà êîôå ñòîèò 8 ðóá. Ïîêà
ïîëó÷åííàÿ ñóììà íåäîñòàòî÷íà ãîðèò êðàñíàÿ ëàìïî÷êà. Åñëè ñóììà, ïîëó÷åí-
íàÿ àâòîìàòîì, ≥ 8, òî çàæèãàåòñÿ çåëåíàÿ ëàìïî÷êà è ïîñëå íàæàòèÿ êíîïêè
àâòîìàò íàëèâàåò êîôå è, åñëè òðåáóåòñÿ, äàåò ñäà÷ó. Åñëè àâòîìàò ïîëó÷àåò
ìîíåòó, êîãäà ãîðèò çåëåíàÿ ëàìïî÷êà, òî îí íåìåäëåííî åå âîçâðàùàåò. Îïðåäå-
ëèòå âõîäíîé è âûõîäíîé àëôàâèòû êîíå÷íîãî àâòîìàòà, óïðàâëÿþùåãî ïðîäàæåé
êîôå, è ïîñòðîéòå åãî ôóíêöèè ïåðåõîäîâ è âûõîäîâ.

Çàäà÷à 1.3. Ýëåêòðîííûå ÷àñû èìåþò òàáëî ñ óêàçàíèåì ÷àñîâ, ìèíóò è ñåêóíä
è äâå óïðàâëÿþùèå êíîïêè. Îäíà êíîïêà ïåðåâîäèò ÷àñû èç íîðìàëüíîãî ðåæèìà â
ðåæèì íàñòðîéêè âðåìåíè � âíà÷àëå â íàñòðîéêó ÷àñîâ, çàòåì � ìèíóò, çàòåì
� ñåêóíä, à çàòåì âîçâðàùàåò â íîðìàëüíûé ðåæèì. Äðóãàÿ êíîïêà â íîðìàëüíîì
ðåæèìå íè÷åãî íå ìåíÿåò, à â ðåæèìå íàñòðîéêè íàæàòèå íà íåå óâåëè÷èâàåò
íà åäèíèöó ÷èñëî íàñòðàåâàåìûõ ÷àñîâ, ìèíóò èëè ñåêóíä. Ïîñòðîéòå àâòîìàò,
êîòîðûé ïðèíèìàåò íà âõîä ñèãíàëû íàæàòèÿ îò äâóõ êíîïîê, à íà âûõîäå âûäàåò
ñèãíàëû èçìåíåíèÿ ðåæèìà è óâåëè÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëà.

2 Êîíå÷íûå àâòîìàòû � ðàñïîçíàâàòåëè
2.1 Äåòåðìèíèðîâàííûå êîíå÷íûå àâòîìàòû (ÄÊÀ) è àâòî-

ìàòíûå ÿçûêè
Êîíå÷íûå àâòîìàòû ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ òåõ èëè èíûõ ñâîéñòâ ñëîâ,
ò.å. äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ ÿçûêîâ: àâòîìàò, ðàñïîçíàþùèé íåêîòîðûé ÿçûê L äîëæåí
ïî ïðîèçâîëüíîìó ñëîâó w îòâåòèòü íà âîïðîñ � w ∈ L?�. Äëÿ ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è
ôóíêöèÿ âûõîäîâ ìîæåò áûòü çàìåíåíà íà ïðîâåðêó òîãî, â êàêîå ñîñòîÿíèå ïåðåõî-
äèò àâòîìàò ïîñëå ïîëó÷åíèÿ âõîäíîãî ñëîâà w � �ïðèíèìàþùåå� èëè �îòâåðãàþùåå�.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Äåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòîìàò (ÄÊÀ) - ðàñïî-
çíàâàòåëü � ýòî ñèñòåìà âèäà

A =< Σ, Q, q0, F,Φ, >,
âêëþ÷àþùàÿ ñëåäóþùèå êîìïîíåíòû:
Σ = {a1, . . . , am} (m ≥ 1) � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî - âõîäíîé àëôàâèò;
Q = {q0, . . . , qn−1} (n ≥ 1) � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî - àëôàâèò âíóòðåííèõ ñîñòîÿ-
íèé;
q0 ∈ Q � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå àâòîìàòà;
F ⊆ Q � ìíîæåñòâî ïðèíèìàþùèõ (äîïóñêàþùèõ, çàêëþ÷èòåëüíûõ) ñîñòîÿíèé;
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Φ : Q×Σ→ Q � ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ, Φ(q, a) � ýòî ñîñòîÿíèå, â êîòîðîå ïåðåõîäèò
àâòîìàò èç ñîñòîÿíèÿ q, êîãäà ïîëó÷àåò íà âõîä ñèìâîë a.

Ôóíêöèþ Φ íàçûâàþò ïðîãðàììîé àâòîìàòà A è çàäàþò êàê ñïèñîê èç mn êî-
ìàíä âèäà qiaj → Φ(qi, aj).

Óäîáíî òàêæå çàäàâàòü ôóíêöèþ Φ ñ ïîìîùüþ îïèñàííîé âûøå òàáëèöû. ðàçìå-
ðà n×m, ñòðîêè êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò ñîñòîÿíèÿì èç Q, à ñòîëáöû � ñèìâîëàì èç
âõîäíîãî àëôàâèòà Σ, â êîòîðîé íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè qi è ñòîëáöà aj ñòîèò ñîñòî-
ÿíèå Φ(qi, aj).

Êàê è àâòîìàòû-ïðåîáðàçîâàòåëè, àâòîìàòû-ðàñïîçíàâàòåëè ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü
ñ ïîìîùüþ ðàçìå÷åííûõ îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ, íàçûâàåìûõ äèàãðàììàìè.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Äèàãðàììà ÄÊÀ A =< Σ, Q, q0,Φ > � ýòî îðèåíòèðîâàííûé
(ìóëüòè)ãðàô DA = (Q,E) ñ ïîìå÷åííûìè ðåáðàìè, â êîòîðîì âûäåëåíà âåðøèíà�
íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå q0 èç êàæäîé âåðøèíû q ∈ Q âûõîäèò |ΣX | ðåáåð, ïîìå÷åííûõ
ñèìâîëàìè a ∈ Σ òàê, ÷òî äëÿ êàæäîé q ∈ Q è êàæäîãî ñèìâîëà a ∈ Σ èìååòñÿ
åäèíñòâåííîå ðåáðî èç q â âåðøèíó q′ = Φ(q, a) ñ ìåòêîé a.

Ñêàæåì, ÷òî ïðåäñòàâëåííûé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ðåáåð ïóòü p = e1e2 . . . et â
äèàãðàììå íåñåò ñëîâî w = w1w2 . . . wt, åñëè wi � ýòî ìåòêà ðåáðà ei (1 ≥ i ≥ t).
Åñëè q � íà÷àëüíàÿ âåðøèíà (ñîñòîÿíèå) ýòîãî ïóòè, à q′ � åãî çàêëþ÷èòåëüíàÿ
âåðøèíà, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñëîâî w ïåðåâîäèò q â q′.

Ðàáîòà êîíå÷íîãî àâòîìàòà-ðàñïîçíàâàòåëÿ ñîñòîèò â ÷òåíèè âõîäíîãî ñëîâà è
èçìåíåíèþ ñîñòîÿíèé â çàâèñèìîñòè îò åãî ñèìâîëîâ.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Íàçîâåì êîíôèãóðàöèåé ÄÊÀ A =< Σ, Q, q0, F,Φ, > ïðîèçâîëü-
íóþ ïàðó âèäà (q, w), â êîòîðîé q ∈ Q è w ∈ Σ∗ (íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç Σ∗ îáîçíà÷åíî
ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå Σ, âêëþ÷àþùåå è ïóñòîå ñëîâî ε).

Íà ìíîæåñòâå êîíôèãóðàöèé ââåäåì îòíîøåíèå ïåðåõîäà çà îäèí øàã `A:
(q, w) `A (q′, w′) ⇔ w = aw′, Φ(q, a) = q′.

Åñëè w = ε, òî ïîëîæèì äëÿ êàæäîãî q ∈ Q: (q, ε) `A (q, ε).
×åðåç `∗A îáîçíà÷èì ðåôëåêñèâíîå è òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå `A.

Ñîäåðæàòåëüíî, (q, w) `∗A (q′, w′) îçíà÷àåò, ÷òî àâòîìàò A, íà÷àâ ðàáîòó â ñîñòî-
ÿíèè q íà ñëîâå w = w1 . . . wl ÷åðåç íåêîòîðîå êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ 0 ≤ k ≤ l
ïðî÷òåò ïåðâûå k ñèìâîëîâ ñëîâà w è ïåðåéäåò â ñîñòîÿíèå q′, à w′ = wk+1 . . . wl �
ýòî íåïðî÷òåííûé îñòàòîê ñëîâà w.

Îïðåäåëåíèå 2.4. ÄÊÀ A ðàñïîçíàåò (äîïóñêàåò, ïðèíèìàåò) ñëîâî w, åñëè äëÿ
íåêîòîðîãî q ∈ F
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(q0, w) `∗A (q, ε) , ò.å. ïîñëå îáðàáîòêè ñëîâà w àâòîìàò ïåðåõîäèò â ïðèíèìàþùåå
ñîñòîÿíèå.

ßçûê LA, ðàñïîçíàâàåìûé (äîïóñêàåìûé, ïðèíèìàåìûé) àâòîìàòîì A, ñîñòî-
èò èç âñåõ ñëîâ, ðàñïîçíàâàåìûõ ýòèì àâòîìàòîì:

LA = {w | A ðàñïîçíàåò w}.
ßçûê íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî àâòîìàòíûì, åñëè îí ðàñïîçíàåòñÿ íåêîòîðûì ÄÊÀ.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ε ∈ LA ⇔ q0 ∈ F .
Îäèí è òîò æå ÿçûê ìîæåò ðàñïîçíàâàòüñÿ ðàçíûìè àâòîìàòàìè.

Îïðåäåëåíèå 2.5. Àâòîìàòû A è B íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñîâïàäà-
þò ðàñïîçíàâàåìûå èìè ÿçûêè, ò.å. LA = LB.

Îïðåäåëåíèå ðàñïîçíàâàíèÿ ñëîâà è ÿçûêà ìîæíî ëåãêî ïåðåâåñòè íà ÿçûê äèà-
ãðàìì.

Ëåììà 2.1. Àâòîìàò A ðàñïîçíàåò (äîïóñêàåò, ïðèíèìàåò) ñëîâî w, åñëè äëÿ
íåêîòîðîãî q ∈ F â äèàãðàììå DA èìååòñÿ ïóòü èç q0 â q, êîòîðûé íåñåò ñëîâî w,
ò.å. w ïåðåâîäèò q0 â çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå q.

Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ïðîâåñòè èíäóêöèåé ïî äëèíå ñëîâà w (ñì. çàäà÷ó 2.1 íà
ñòð. 10).

Tàêèì îáðàçîì, ÿçûê LA, ðàñïîçíàâàåìûé àâòîìàòîì A, ñîñòîèò èç âñåõ ñëîâ,
êîòîðûå ïåðåâîäÿò â åãî äèàãðàììå DA íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå q0 â çàêëþ÷èòåëüíûå
ñîñòîÿíèÿ èç F .

Íàøà öåëü òåïåðü ñîñòîèò â èçó÷åíèè êëàññà êîíå÷íî àâòîìàòíûõ ÿçûêîâ.
Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ óäàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ÿçûê L êîíå÷íî àâòîìàòíûé, íåïîñðåä-

ñòâåííî ïîñòðîèâ ðàñïîçíàþùèé åãî àâòîìàò. Äëÿ ýòîãî íóæíî ïîñòàðàòüñÿ ðàçáèòü
ìíîæåñòâî âñåõ âõîäíûõ ñëîâ íà êîíå÷íîå ÷èñëî êëàññîâ �îäíîðîäíûõ�, �ýêâèâàëåíò-
íûõ� ñëîâ, ò.å. ñëîâ, ïîëó÷åíèå êîòîðûõ íà âõîäå îäèíàêîâî âëèÿåò íà âîçìîæíîñòü
èõ ïðîäîëæåíèÿ äî ñëîâ ðàñïîçíàâåìîãî ÿçûêà. Çàòåì äëÿ êàæäîãî òàêîãî êëàññà ñî-
çäàòü ñîñòîÿíèå àâòîìàòà è îïðåäåëèòü ïåðåõîäû ìåæäó ýòèìè ñîñòîÿíèÿìè. ×àñòî
ïîëåçíî áûâàåò âûäåëèòü îäíî ñîñòîÿíèå äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ �îøèáî÷íûõ� ñëîâ, äëÿ
êîòîðûõ íè îíè ñàìè, íè ëþáûå èõ ïðîäîëæåíèÿ íå âõîäÿò â ÿçûê.

Ïðèìåð 2.1. Ðàññìîòðèì ÿçûê L, ñîñòîÿùèé èç âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå Σ = {a, b},
êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ íà aa è ñîäåðæàò íå÷åòíîå ÷èñëî ñèìâîëîâ b.

Äëÿ âûäåëåíèÿ ñëîâ, íà÷èíàþùèõñÿ íà aa ñîçäàäèì íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå q0, êî-
òîðîå ïåðâûé ñèìâîë a áóäåò ïåðåâîäèòü â ñîñòîÿíèå q1, à âòîðîé ñèìâîë a áóäåò
ïåðåâîäèòü q1 â ñîñòîÿíèå q2. ßñíî, ÷òî âñå ñëîâà, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ íà ab, ba, bb
ñàìè íå âõîäÿò â ÿçûê L è âñå èõ ïðîäîëæåíèÿ òàêæå îøèáî÷íû. Çàâåäåì äëÿ íèõ
�îøèáî÷íîå� ñîñòîÿíèå q!. Îñòàëüíûå ñëîâà åñòåñòâåííî ðàçáèâàþòñÿ íà äâà êëàñ-
ñà: òå, â êîòîðûõ ÷åòíîå ÷èñëî ñèìâîëîâ b, è òå, â êîòîðûõ ÷èñëî òàêèõ ñèìâîëîâ
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íå÷åòíî (îíè è ïðèíàäëåæàò L). Òàê êàê ïîñëå ïîëó÷åíèÿ aa ÷èñëî b ÷åòíî, òî äëÿ
ïðåäñòàâëåíèÿ ñëîâ ïåðâîãî êëàññà áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîñòîÿíèå q2, à äëÿ ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ñëîâ âòîðîãî � ñîçäàäèì ñîñòîÿíèå q3, êîòîðîå è áóäåò çàêëþ÷èòåëüíûì. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì àâòîìàò, äèàãðàììà êîòîðîãî ïðåäñòàâëåíà íà ñëåäóþùåì ðè-
ñóíêå. (Ìû áóäåì äàëåå íà ðèñóíêàõ îòìå÷àòü íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñòðåëêîé ⇒, à
çàêëþ÷èòåëüíûå ñîñòîÿíèÿ � äâóìÿ îêðóæíîñòÿìè).
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Ðèñ. 2: Äèàãðàììà àâòîìàòà A

Ïðîâåðèì ðàáîòó ýòîãî àâòîìàòà, íàïðèìåð, íà âõîäíîì ñëîâå w = aaababa. Ïðè
åãî ÷òåíèè ïîðîæäàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíôèãóðàöèé:
(q0, aaababa) `A (q1, aababa) `A (q2, ababa) `A (q2, baba) `A (q3, aba) `A (q3, ba) `A
(q2, a) `A (q2, ε).

Çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå ýòîãî âû÷èñëåíèÿ q2 íå ÿâëÿåòñÿ çàêëþ÷èòåëüíûì.
Ñëåäîâàòåëüíî, w /∈ LA. Åñëè æå ìû ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå âõîäà ñëîâî w1 = wb =
aaababab, òî, ïðîäîëæèâ íà îäèí øàã ïðèâåäåííîå âûøå âû÷èñëåíèå, ïîëó÷èì, ÷òî
(q0, w1) `∗A (q3, ε). Ñëåäîâàòåëüíî, w1 ∈ LA.

Ìû ïðîâåðèëè, ÷òî íà äâóõ âõîäàõ àâòîìàò A ðàáîòàåò âåðíî. Êàê óñòàíîâèòü,
÷òî îí ïîñòðîåí êîððåêòíî, ò.å. âåðíî ðàáîòàåò íà âñåõ âõîäíûõ ñëîâàõ è ðàñïîçíàåò
L? Òèïè÷íàÿ ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà ïðàâèëüíîñòè êîíå÷íîãî àâòîìàòà òàêîâà:

1) îïðåäåëèòü (îïèñàòü) äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ q ∈ Q ÿçûê L(q), ñîñòîÿùèé èç
ñëîâ, ïåðåâîäÿùèõ íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå q0 â q;
2) äîêàçàòü, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå ïðàâèëüíîå, èñïîëüçóÿ èíäóêöèþ ïî äëèíå âõîä-
íîãî ñëîâà;
3) ïîêàçàòü, ÷òî L = ∪q∈FL(q).

Ïðèìåíèì ýòó ñõåìó ê äîêàçàòåëüñòâó ïðàâèëüíîñòè, ïîñòðîåííîãî âûøå àâòî-
ìàòà A. ßçûêè, ñâÿçàííûå ñ ñîñòîÿíèÿìè ýòîãî àâòîìàòà, ôàêòè÷åñêè, óæå áûëè
îïðåäåëåíû ïðè åãî ïîñòðîåíèè. Óòî÷íèì èõ:
L(q0) = {ε},
L(q1) = {a},
L(q2) = {w | ñëîâà, íà÷èíàþùèåñÿ ñ aa è ñîäåðæàùèå ÷åòíîå ÷èñëî áóêâ b},
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L(q3) = L,
L(q!) = {w | ñëîâà, íå íà÷èíàþùèåñÿ ñ aa}.
Ïðàâèëüíîñòü îïðåäåëåíèÿ ÿçûêîâ L(q0), L(q1) è L(q!) ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç
îïðåäåëåíèÿ A. Ñàìîå êîðîòêîå ñëîâî, ïåðåâîäÿùåå q0 â q2 � aa, è îíî ïðèíàäëåæèò
L(q2). Àíàëîãè÷íî, ñàìîå êîðîòêîå ñëîâî, ïåðåâîäÿùåå q0 â q3 � aab, è îíî ïðèíàä-
ëåæèò L(q3). Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî äëÿ êàæäîãî ñëîâà w äëèíû ≤ n âûïîëíåíî
óñëîâèå (*):

w ïåðåâîäèò íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå q0 â qi (i = 2, 3) ⇔ w ∈ L(qi).
Ïîêàæåì, ÷òî îíî áóäåò âûïîëíåíî è äëÿ âñåõ ñëîâ äëèíû n+ 1.
Ïóñòü |w| = n + 1. Òîãäà w = w′α, ãäå α ∈ {a, b}. Òàê êàê |w′| = n, òî äëÿ w′ âûïîë-
íåíî óñëîâèå (*). Ïîýòîìó, åñëè w′ ïåðåâîäèò q0 â q2, òî ýòî ñëîâî íà÷èíàåòñÿ ñ aa è
ñîäåðæèò ÷åòíîå ÷èñëî b. Ïðè α = a ñëîâî w ïåðåâîäèò q0 â q2 è òàêæå íà÷èíàåòñÿ ñ
aa è ñîäåðæèò ÷åòíîå ÷èñëî b, à ïðè α = b ñëîâî w ïåðåâîäèò q0 â q3, íà÷èíàåòñÿ ñ
aa è ñîäåðæèò íå÷åòíîå ÷èñëî b, ò.å. ïðèíàäëåæèò L.

Àíàëîãè÷íî, åñëè w′ ïåðåâîäèò q0 â q3, òî ýòî ñëîâî íà÷èíàåòñÿ ñ aa è ñîäåðæèò
íå÷åòíîå ÷èñëî b. Ïðè α = a ñëîâî w òàêæå ïåðåâîäèò q0 â q3 è òàêæå íà÷èíàåòñÿ
ñ aa è ñîäåðæèò íå÷åòíîå ÷èñëî b, à ïðè α = b w ïåðåâîäèò q0 â q2, îíî íà÷èíàåò-
ñÿ ñ aa è ñîäåðæèò ÷åòíîå ÷èñëî b. Îáðàòíî, åñëè α = a, òî ñëîâî w ïåðåâîäèò q0 â
qi (i = 2, 3)⇔ w′ ïåðåâîäèò q0 â qi (i = 2, 3) è óñëîâèå (*) âûïîëíåíî, òàê êàê ÷åòíîñòü
÷èñëà áóêâ b â w è â w′ îäèíàêîâà. Åñëè æå α = b , òî èç îïðåäåëåíèÿ àâòîìàòà A
ñëåäóåò, ÷òî ñëîâî w ïåðåâîäèò q0 â q2 ⇔ w′ ïåðåâîäèò q0 â q3 è w ïåðåâîäèò q0 â q3 ⇔
w′ ïåðåâîäèò q0 â q2. Òàê êàê ÷åòíîñòü ÷èñëà áóêâ b â w è â w′ ðàçíàÿ, òî è â ýòîì
ñëó÷àå óñëîâèå (*) âûïîëíåíî. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü çàìåòèòü,
÷òî åäèíñòâåííûì çàêëþ÷èòåëüíûì ñîñòîÿíèåì àâòîìàòà A ÿâëÿåòñÿ q3 è ïîýòîìó
LA = L(q3) = L.

2.2 Ïðîèçâåäåíèå àâòîìàòîâ
Ðàññìîòðèì îäíó âàæíóþ êîíñòðóêöèþ êîíå÷íîãî àâòîìàòà ïî äâóì äðóãèì, íàçû-
âàåìóþ ïðîèçâåäåíèåì àâòîìàòîâ, êîòîðàÿ ïîçâîëèò óñòàíîâèòü çàìêíóòîñòü êëàññà
êîíå÷íî àâòîìàòíûõ ÿçûêîâ îòíîñèòåëüíî òåîðåòèêî ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé.

Ïóñòü M1 =< Σ, Q1, q
1
0, F1,Φ1 > è M2 =< Σ, Q2, q

2
0, F2,Φ2 > � äâà êîíå÷íûõ àâòî-

ìàòà ñ îáùèì âõîäíûì àëôàâèòîì Σ, ðàñïîçíàþùèå ÿçûêè L1 è L2, ñîîòâåòñòâåííî.
Îïðåäåëèì ïî íèì àâòîìàò M =< Σ, Q, q0, F,Φ >, íàçûâàåìûé ïðîèçâåäåíèåì M1 è
M2 (M = M1 ×M2), ñëåäóþùèì îáðàçîì. Q = Q1 × Q2 = {(q, p) | q ∈ Q1, p ∈ Q2},
ò.å. ñîñòîÿíèÿ íîâîãî àâòîìàòà � ýòî ïàðû, ïåðâûé ýëåìåíò êîòîðûõ � ñîñòîÿíèå
ïåðâîãî àâòîìàòà, à âòîðîé � ñîñòîÿíèå âòîðîãî àâòîìàòà. Äëÿ êàæäîé òàêîé ïà-
ðû (q, p) è âõîäíîãî ñèìâîëà a ∈ Σ îïðåäåëèì ôóíêöèþ ïåðåõîäîâ: Φ((q, p), a) =
(Φ1(q, a),Φ2(p, a)). Íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì M ÿâëÿåòñÿ ïàðà q0 = (q1

0, q
2
0), ñîñòîÿùàÿ

èç íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé àâòîìàòîâ-ìíîæèòåëåé. ×òî êàñàåòñÿ ìíîæåñòâà çàêëþ÷è-
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òåëüíûõ ñîñòîÿíèé, òî îíî îïðåäåëÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò îïåðàöèè íàä ÿçûêàìè L1

è L2, êîòîðóþ äîëæåí ðåàëèçîâàòü M .
Òåîðåìà 2.1.

à) Ïðè F∪ = {(q, p) | q ∈ F1 èëè p ∈ F2} àâòîìàò M =< Σ, Q, q0, F∪,Φ >
ðàñïîçíàåò ÿçûê L = L1 ∪ L2.

á) Ïðè F∩ = {(q, p) | q ∈ F1 è p ∈ F2} àâòîìàò M =< Σ, Q, q0, F∩,Φ > ðàñïîçíà-
åò ÿçûê L = L1 ∩ L2.

â) Ïðè F\ = {(q, p) | q ∈ F1 è p /∈ F2} àâòîìàò M =< Σ, Q, q0, F\,Φ > ðàñïîçíà-
åò ÿçûê L = L1 \ L2.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû íåïîñðåäñòâåííî âûâîäèòñÿ èç ñëåäóþùåãî óòâåð-
æäåíèÿ.
Ëåììà 2.2. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ñîñòîÿíèé (q, p) è (q′, p′) àâòîìàòà M è ëþáîãî âõîä-
íîãî ñëîâà w ñëîâî w ïåðåâîäèò (q, p) â (q′, p′) â àâòîìàòå M òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíî ïåðåâîäèò q â q′ â àâòîìàòå M1 è p â p′ â àâòîìàòå M2.

Ëåììà óñòàíàâëèâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî äëèíå ñëîâà w.
Ñëåäñòâèå 2.1.1. Êëàññ êîíå÷íî àâòîìàòíûõ ÿçûêîâ çàìêíóò îòíîñèòåëüíî òåî-
ðåòèêî ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è ðàçíîñòè.

2.3 Çàäà÷è
Çàäà÷à 2.1. Äîêàæèòå ëåììó 2.1 íà ñòð. 7 èíäóêöèåé ïî äëèíå âõîäíîãî ñëîâà.
Çàäà÷à 2.2. Ïîñòðîéòå äåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòîìàò, êîòîðûé ðàñïî-
çíàåò ñëåäóþùèå ÿçûêè â àëôàâèòå σ = {a, b}:
a) L = {w | äëèíà w äåëèòñÿ íà 5};
b) L = {w | w íå ñîäåðæèò ïîäñëîâ ′aab′ è ′bba′};
c) L = {w | w ñîäåðæèò ÷åòíîå ÷èñëî áóêâ à è íå÷åòíîå ÷èñëî áóêâ b};
d) L = {w | ÷èñëî áóêâ à íà 3 áîëüøå, ÷åì áóêâ b}.
Çàäà÷à 2.3. Âûøå â ïðèìåðå 1.1 íà ñòð. 3 áûë ïîñòðîåí àâòîìàò ñ âûõîäîì, âû-
ïîëíÿþùèé ñëîæåíèå äâóõ äâîè÷íûõ ÷èñåë. Ïîñòðîéòå àâòîìàò-ðàñïîçíàâàòåëü,
êîòîðûé ïðîâåðÿåò ïðàâèëüíîñòü ñëîæåíèÿ. Íà âõîä ïîñòóïàþò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè òðîåê íóëåé è åäèíèö :
(x1(1), x2(1), y(1)), (x1(2), x2(2), y(2)), . . . (x1(n), x2(n), y(n)).
Àâòîìàò äîëæåí äîïóñòèòü òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, åñëè y = y(n) . . . y(2)y(1)
� ýòî ïåðâûå n áèòîâ ñóììû äâîè÷íûõ ÷èñåë x1 = x1(n) . . . x1(2)x1(1) è x2 =
x2(n) . . . x2(2)x2(1).

Çàäà÷à 2.4. Äîêàæèòå ëåììó 2.2.
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3 Íåäåòåðìèíèðîâàííûå êîíå÷íûå àâòîìàòû è èõ äå-
òåðìèíèçàöèÿ

Íåäåòåðìèíèðîâàííûå êîíå÷íûå àâòîìàòû, ðàññìàòðèâàåìûå â ýòîì ïàðàãðàôå, ÿâ-
ëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè äåòåðìèíèðîâàííûõ: îíè ïðè ÷òåíèè î÷åðåäíîãî ñèìâîëà íà
âõîäå ìîãóò âûáðàòü â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî îäíî èç íåñêîëüêèõ ñîñòîÿíèé, à êðîìå
òîãî, ìîãóò èçìåíèòü ñîñòîÿíèå áåç ÷òåíèÿ âõîäà. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò, êîòîðûé ìû
óñòàíîâèì, óòâåðæäàåò, ÷òî ýòî îáîùåíèå íå ñóùåñòâåííî: íåäåòåðìèíèðîâàííûå è
äåòåðìèíèðîâàííûå êîíå÷íûå àâòîìàòû ðàñïîçíàþò îäíè è òå æå ÿçûêè.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Íåäåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòîìàò (ÍÊÀ) - ðàñ-
ïîçíàâàòåëü � ýòî ñèñòåìà âèäà

M =< Σ, Q, q0, F,Φ >,
âêëþ÷àþùàÿ ñëåäóþùèå êîìïîíåíòû:
Σ = {a1, . . . , am} (m ≥ 1) � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî - âõîäíîé àëôàâèò;
Q = {q0, . . . , qn−1} (n ≥ 1) � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî - àëôàâèò âíóòðåííèõ ñîñòîÿ-
íèé;
q0 ∈ Q � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå àâòîìàòà;
F ⊆ Q � ìíîæåñòâî ïðèíèìàþùèõ (äîïóñêàþùèõ, çàêëþ÷èòåëüíûõ) ñîñòîÿíèé;
Φ : Q × (Σ ∪ {ε}) → 2Q � ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ. Äëÿ a ∈ Σ çíà÷åíèå Φ(q, a) � ýòî
ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé â êàæäîå èç êîòîðûõ ìîæåò ïåðåéòè àâòîìàò èç ñîñòî-
ÿíèÿ q, êîãäà ïîëó÷àåò íà âõîä ñèìâîë a. Φ(q, ε) � ýòî ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé â
êàæäîå èç êîòîðûõ ìîæåò ïåðåéòè àâòîìàò èç ñîñòîÿíèÿ q áåç ÷òåíèÿ ñèìâîëà
íà âõîäå.

Êàê è äëÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ àâòîìàòîâ, ôóíêöèþ ïåðåõîäîâ ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü ñ ïîìîùüþ íàáîðà êîìàíä-ïðîãðàììû: äëÿ êàæäîé ïàðû q ∈ Q è a ∈ Σ è
êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ q′ ∈ Φ(q, a) â ïðîãðàììó ïîìåùàåòñÿ êîìàíäà qa → q′, è äëÿ
êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ q′ ∈ Φ(q, ε) â ïðîãðàììó ïîìåùàåòñÿ êîìàíäà q → q′. Îòëè÷èå
îò äåòåðìèíèðîâàííîãî ñëó÷àÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ îäíîé ïàðû q ∈ Q è a ∈ Σ â
ïðîãðàììå ìîæåò áûòü íåñêîëüêî êîìàíä âèäà qa → q′ èëè íå áûòü íè îäíîé òàêîé
êîìàíäû. Êðîìå òîãî, ìîãóò ïîÿâèòüñÿ ε-êîìàíäû (ïóñòûå ïåðåõîäû) âèäà q → q′,
îçíà÷àþùèå âîçìîæíîñòü íåïîñðåäñòâåííîãî ïåðåõîäà èç q â q′ áåç ÷òåíèÿ ñèìâîëà
íà âõîäå.

Ïðè òàáëè÷íîì çàäàíèè ôóíêöèè Φ â òàáëèöå ïîÿâëÿåòñÿ (m+ 1)-ûé ñòîëáåö, ñî-
îòâåòñòâóþùèé ïóñòîìó ñèìâîëó ε è íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè q è ñòîëáöà a ∈ (Σ∪{ε})
ñòîèò ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé Φ(q, a).

Äëÿ íåäåòåðìèíèðîâàííîãî àâòîìàòà M =< Σ, Q, q0,Φ > â äèàãðàììå DM =
(Q,E) ñ âûäåëåííîé íà÷àëüíîé âåðøèíîé q0 è ìíîæåñòâîì çàêëþ÷èòåëüíûõ âåðøèí
F ðåáðà âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò êîìàíäàì: êîìàíäå âèäà qa→ q′ (a ∈ Σ)
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ñîîòâåòñòâóåò ðåáðî (q, q′), ñ ìåòêîé a, à êîìàíäå âèäà q → q′ ñîîòâåòñòâóåò ðåáðî
(q, q′), ñ ìåòêîé ε.

Ñêàæåì, ÷òî çàäàííûé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ðåáåð ïóòü p = e1e2 . . . eT â äèàãðàì-
ìå DM íåñåò ñëîâî w = w1w2 . . . wt (t ≤ T ), åñëè ïîñëå óäàëåíèÿ èç íåãî �ïóñòûõ�
ðåáåð (ò.å. ðåáåð ñ ìåòêàìè ε) îñòàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç t ðåáåð p′ = ej1ej2 . . . ejt ,
ìåòêè êîòîðûõ îáðàçóþò ñëîâî w, ò.å. wi � ýòî ìåòêà ðåáðà eji (1 ≤ i ≤ t). Î÷åâèäíî,
ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåòîê íà ðåáðàõ ïóòè p èìååò âèä
εk1w1ε

k2w2 . . . ε
ktwtε

kt+1 , ãäå kj ≥ 0 (j = 1, 2, . . . , t+ 1) è t+
∑t+1

j=1 kj = T .
Ñëîâî w ïåðåâîäèò q â q′ â äèàãðàììå DM , åñëè â íåé èìååòñÿ ïóòü èç q â q′

êîòîðûé íåñåò w.
Íà íåäåòåðìèíèðîâàííûå àâòîìàòû åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïåðåíîñèòñÿ îïðåäåëå-

íèå êîíôèãóðàöèé è îòíîøåíèÿ ïåðåõîäà ìåæäó íèìè.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Íàçîâåì êîíôèãóðàöèåé ÍÊÀ M =< Σ, Q, q0, F,Φ, > ïðîèçâîëü-
íóþ ïàðó âèäà (q, w), â êîòîðîé q ∈ Q è w ∈ Σ∗. Îïðåäåëèì îòíîøåíèå `M ïåðåõîäà
èç îäíîé êîíôèãóðàöèè â äðóãóþ çà îäèí øàã :

(q, w) `M (q′, w′) ⇔ (w = aw′ è q′ ∈ Φ(q, a)) èëè (w = w′ è q′ ∈ Φ(q, ε)).
Êàê è äëÿ ÄÊÀ, ÷åðåç `∗M îáîçíà÷èì ðåôëåêñèâíîå è òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå
îòíîøåíèÿ `M .

Âíåøíå îïðåäåëåíèå ðàñïîçíàâàíèÿ ñëîâ ÍÊÀ ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì äëÿ
ÄÊÀ.

Îïðåäåëåíèå 3.3.
ÍÊÀ M ðàñïîçíàåò (äîïóñêàåò, ïðèíèìàåò) ñëîâî w, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî q ∈ F
(q0, w) `∗M (q, ε) .

ßçûê LM , ðàñïîçíàâàåìûé ÍÊÀ M , ñîñòîèò èç âñåõ ñëîâ, ðàñïîçíàâàåìûõ àâ-
òîìàòîì:

LM = {w | M ðàñïîçíàåò w}.

Îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ó ÍÊÀ ìîæåò áûòü íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ
ðàáîòû (ïóòåé âû÷èñëåíèÿ) íà îäíîì è òîì æå âõîäíîì ñëîâå w. Ñ÷èòàåì, ÷òî ÍÊÀ
ðàñïîçíàåò (äîïóñêàåò, ïðèíèìàåò) ýòî ñëîâî, åñëè õîòÿ áû îäèí èç ýòèõ ñïîñîáîâ
ïðèâîäèò â çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå èç F .

Èç îïðåäåëåíèÿ äèàãðàììû DM íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî ÍÊÀM ðàñïîçíàåò
ñëîâî w, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå
q ∈ F , ÷òî â äèàãðàììå DM ñëîâî w ïåðåâîäèò q0 â q. Èíûìè ñëîâàìè, â DM èìååòñÿ
ïóòü èç q0 â q, íà ðåáðàõ êîòîðîãî íàïèñàíî ñëîâî w ( ñ òî÷íîñòüþ äî ìåòîê ε).

Ïðèìåð 3.1. Ðàññìîòðèì ÍÊÀ N1 =< {a, b}, {0, 1, 2, 3, 4}, 0, {3},Φ >, ãäå
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Φ :

Q \ ΣX a b ε
0 {0, 1} {0} ∅
1 ∅ ∅ {4}
2 {3} ∅ ∅
3 ∅ ∅ {1}
4 ∅ {2} ∅

Åãî äèàãðàììà DN1 ïðåäñòàâëåíà íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå.
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Ðèñ. 3: Äèàãðàììà àâòîìàòà N1

Ðàññìîòðèì ðàáîòó ýòîãî àâòîìàòà íà ñëîâå ababa:
(0, ababa) `N1 (1, baba) `N1 (4, baba) `N1 (2, aba) `N1 (0, aba) `N1 (1, ba) `N1 (4, ba) `N1

(2, a) `N1 (3, ε). Òàê êàê 3 � çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå, òî ababa ∈ LN1 . Çàìåòèì,
÷òî ó àâòîìàòà N1 èìåþòñÿ è äðóãèå ñïîñîáû ðàáîòû íà ýòîì ñëîâå, íå âåäóùèå
ê çàêëþ÷èòåëüíîìó ñîñòîÿíèþ. Íàïðèìåð, îí ìîæåò ïîñëå ÷òåíèÿ êàæäîãî ñèìâîëà
îñòàâàòüñÿ â ñîñòîÿíèè 0. Íî ÷òîáû ñëîâî äîïóñêàëîñü, äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàòü õîòÿ
áû îäíîìó �õîðîøåìó� ñïîñîáó.

Î÷åâèäíî, ÷òî äåòåðìèíèðîâàííûå êîíå÷íûå àâòîìàòû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó-
÷àÿìè íåäåòåðìèíèðîâàííûõ. Åñòåñòâåííî ñïðîñèòü, ðàñïîçíàþò ëè íåäåòåðìèíèðî-
âàííûå êîíå÷íûå àâòîìàòû áîëüøèé êëàññ ÿçûêîâ ÷åì äåòåðìèíèðîâàííûå? Ñëåäó-
þùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî êëàññû ÿçûêîâ, ðàñïîçíàâàåìûõ ÍÊÀ è ÄÊÀ ñîâïà-
äàþò.

Òåîðåìà 3.1. (Äåòåðìèíèçàöèÿ ÍÊÀ)
Äëÿ êàæäîãî ÍÊÀ M ìîæíî ýôôåêòèâíî ïîñòðîèòü òàêîé ÄÊÀ A, ÷òî LA = LM .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M =< Σ, Q, q0, F,Φ > � ÍÊÀ. Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ
ïî íåìó ýêâèâàëåíòíîãî ÄÊÀ ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ: íà ïåðâîì ïî M ñòðîèòñÿ
ýêâèâàëåíòíûé åìó ÍÊÀ M1, â ïðîãðàììå êîòîðîãî îòñóòñòâóþò ïåðåõîäû ïî ε, à íà
âòîðîì ýòàïå ïî M1 ñòðîèòñÿ ýêâèâàëåíòíûé ÄÊÀ A.
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Ýòàï 1. Óñòðàíåíèå ïóñòûõ ïåðåõîäîâ.
Ðàññìîòðèì ïîääèàãðàìó àâòîìàòà M , â êîòîðîé îñòàâëåíû ëèøü ðåáðà, ïîìå÷åí-
íûå ε: Dε = (Q,Eε), ãäå Eε = {(q, q′) | q′ ∈ Φ(q, ε)}. Ïóñòü Dε∗ = (Q,E∗ε ) � ýòî
ãðàô äîñòèæèìîñòè (òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ) äëÿ Dε. Òîãäà E∗ε = {(q, q′) | q =
q′ èëè â Dε èìååòñÿ ïóòü èç q â q′}.

Îïðåäåëèì ÍÊÀ M1 =< Σ, Q1, q0, F1,Φ1 > ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Q1 = {q0} ∪ {q | ñóùåñòâóþò òàêèå q′ ∈ Q è a ∈ Σ, ÷òî q ∈ Φ(q′, a)}, ò.å. êðîìå íà-
÷àëüíîãî îñòàþòñÿ ëèøü òå ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðûå âõîäÿò �íåïóñòûå� ðåáðà.
F1 = {q | ñóùåñòâóåò òàêîå q′ ∈ F, ÷òî (q, q′) ∈ E∗ε}, ò.å. ê çàêëþ÷èòåëüíûì ñîñòîÿ-
íèÿìM äîáàâëÿþòñÿ ñîñòîÿíèÿ, èç êîòîðûõ ìîæíî áûëî ïîïàñòü â çàêëþ÷èòåëüíûå
ïî ïóòÿì èç ε-ðåáåð.
Äëÿ êàæäîé ïàðû q′ ∈ Q, a ∈ Σ ïîëàãàåì
Φ1(q, a) = {r | ñóùåñòâóåò òàêîå q′ ∈ F, ÷òî (q, q′) ∈ E∗ε è r ∈ Φ(q′, a)}, ò.å. â DM1

èìååòñÿ a-ðåáðî èç q â r, åñëè â DM áûë (âîçìîæíî ïóñòîé) ïóòü èç ε-ðåáåð â íåêî-
òîðîå ñîñòîÿíèå q′, èç êîòîðîãî a-ðåáðî øëî â r.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî â ÍÊÀ M1 íåò ïóñòûõ ïåðå-
õîäîâ ïî ε. Óñòàíîâèì ýêâèâàëåíòíîñòü M è M1.

Ëåììà 3.1. LM1 = LM .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü w = w1w2 . . . wt � ïðîèçâîëüíîå âõîäíîå ñëîâî. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî w ∈ LM1 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â äèàãðàììå DM1 èìååòñÿ ïóòü p =
e1e2 . . . et (e1 = (q0 = r0, r1), ei = (ri−1, ri), i = 2, . . . , t) èç q0 â íåêîòîðîå ñîñòîÿíèå
rt ∈ F1, êîòîðûé íåñåò ñëîâî w, ò.å. ðåáðî ei ïîìå÷åíî ñèìâîëîì wi. Èç îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè Φ1 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåáðà ei(ri−1, ri) ýòîãî ïóòè â
äèàãðàììå DM èìååòñÿ ïóòü èç ri−1 â ri, íà÷àëî (âîçìîæíî ïóñòîå) êîòîðîãî ñîñòîèò
èç ε-ðåáåð, à ïîñëåäíåå ðåáðî ïîìå÷åíî ñèìâîëîì wi. Îáúåäèíèâ ýòè ïóòè, ïîëó÷èì
â äèàãðàììå DM ïóòü èç q0 â rt, êîòîðûé íåñåò ñëîâî w. Òàê êàê rt ∈ F1, òî ëèáî
rt ∈ F , ëèáî â DM èìååòñÿ ïóòü ïî ε-ðåáðàì èç rt â íåêîòîðîå ñîñòîÿíèå r′ ∈ F . Â
îáîèõ ñëó÷àÿõ â DM èìååòñÿ ïóòü èç q0 â çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå, êîòîðûé íåñåò
ñëîâî w, è ñëåäîâàòåëüíî, w ∈ LM .

Îáðàòíî, ïóñòü w ∈ LM . Òîãäà â DM èìååòñÿ ïóòü èç q0 â íåêîòîðîå çàêëþ÷èòåëü-
íîå ñîñòîÿíèå r, êîòîðûé íåñåò ñëîâî w. Ïóñòü r0 = q0, à ri � ýòî ñîñòîÿíèå ýòîãî
ïóòè, â êîòîðîå ïðèâîäèò ðåáðî ñ ìåòêîé wi (i = 1, . . . , t) . Ðàññìîòðèì îòðåçîê ýòîãî
ïóòè ìåæäó âåðøèíàìè ri−1 è ri. Ïîñëåäíåå ðåáðî ýòîãî îòðåçêà èìååò ìåòêó wi, à âñå
ïðåäûäóùèå (åñëè îíè èìåþòñÿ) ïîìå÷åíû ε. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ Φ1 â äèàãðàì-
ìå DM1 ìåæäó ri−1 è ri èìååòñÿ ðåáðî ñ ìåòêîé wi. Îáúåäèíèâ ýòè ðåáðà, ïîëó÷èì
â DM1 ïóòü èç q0 â rt. Òàê êàê ëèáî rt = r ∈ F , ëèáî â DM èç rt èìååòñÿ ïóòü èç
ε-ðåáåð â r ∈ F , òî èç îïðåäåëåíèÿ F1 ñëåäóåò, ÷òî rt ∈ F1. Òàêèì îáðàçîì, w ∈ LM1 . 2

Ýòàï 2. Äåòåðìèíèçàöèÿ.
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Èäåÿ äåòåðìèíèçàöèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñîñòîÿíèÿìè ÄÊÀ îáúÿâëÿþòñÿ ïîä-
ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé ÍÊÀ. Òîãäà äëÿ êàæäîãî òàêîãî ïîäìíîæåñòâà T è âõîäíîãî
ñèìâîëà a îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé T ′, â êîòîðûå ÍÊÀ ìîæåò
ïîïàñòü èç ñîñòîÿíèé T ïðè ÷òåíèè a.

Îïðåäåëèì ïî ÍÊÀ M1 =< Σ, Q1, q0, F1,Φ1 > ÄÊÀ A =< Σ, QA, qA0 , F
A,ΦA >

ñëåäóþùèì îáðàçîì.
QA = {Q′ | Q′ ⊆ Q1},
qA0 = {q0},
FA = {Q′ | Q′ ∩ F1 6= ∅},
ΦA(Q′, a) = {q | ñóùåñòâóåò òàêîå q′ ∈ Q′, ÷òî q ∈ Φ1(q′, a)}.

ßñíî, ÷òî A � äåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòîìàò. Ñëåäóþùàÿ ëåììà óñòà-
íàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó åãî âû÷èñëåíèÿìè è âû÷èñëåíèÿìè èñõîäíîãî ÍÊÀ.

Ëåììà 3.2. Äëÿ ëþáîé ïàðû ñîñòîÿíèé Q′, Q′′ èç QA è ëþáîãî ñëîâà w ∈ Σ∗ èìååì
(Q′, w) `∗A (Q′′, ε) ⇐⇒ Q′′ = {r | ñóùåñòâóåò òàêîå q′ ∈ Q′, ÷òî (q, w) `∗M1

(r, ε)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî äëèíå ñëîâà w.
Áàçèñ. Ïóñòü |w| = 0, òîãäà w = ε, Q′ = Q′′ è óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî. Ïóñòü òåïåðü
|w| = 1 è w = a ∈ Σ. Òîãäà óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäå-
ëåíèÿ ΦA(Q′, a).
Øàã èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëåììà ñïðàâåäëèâà äëÿ âñåõ ñëîâ äëèíû ≤ k, è
ïóñòü |w| = k+ 1. Âûäåëèì â w ïåðâûé ñèìâîë: w = aw′. Ïóñòü Q̃ � ýòî òàêîå ñîñòî-
ÿíèå, ÷òî (Q′, a) `A (Q̃, ε). Òîãäà (Q̃, w′) `∗A (Q′′, ε). Òàê êàê |w′| = k, òî ïî èíäóêöè-
îííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî Q′′ = {r | ñóùåñòâóåò òàêîå q′ ∈
Q̃, ÷òî (q, w′) `∗M1

(r, ε)}. Íî èç îïðåäåëåíèÿ ΦA ñëåäóåò, ÷òî Q̃ = {q | ñóùåñòâóåò òàêîå q′ ∈
Q′, ÷òî q ∈ Φ1(q′, a)}. Îáúåäèíèâ, ýòè äâà ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì, ÷òîQ′′ = {r | ñóùåñòâóåò òàêîå q′ ∈
Q′, ÷òî (q, w) `∗M1

(r, ε)}.
2

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ïîêàæåì ñ ïîìîùüþ ëåììû 3.2, ÷òî
LA = LM1 .
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñëîâî w ïåðåâîäèò ñîñòîÿíèå q0 â íåêîòîðîå q ∈ F1 â àâòîìàòå
M1, òî, ïîëîæèâ â ëåììå Q′ = {q0}, ïîëó÷èì, ÷òî q ∈ Q′′ äëÿ ñîñòîÿíèÿ Q′′, òàêîãî
÷òî (Q′, w) `∗A (Q′′, ε). Íî òîãäà Q′′ ∈ FA è w ∈ LA.

Îáðàòíî, åñëè w ∈ LA, òî äëÿ íåêîòîðîãî Q′′ ∈ FA èìååì ({q0}, w) `∗A (Q′′, ε).
Òîãäà â Q′′ èìååòñÿ íåêîòîðîå ñîñòîÿíèå q ∈ F1 è ïî ëåììå 3.2 â àâòîìàòå M1

(q0, w) `∗M1
(q, ε)}, ò.å. w ∈ LM1 .

2

Ïðèìåð 3.2. Ïðèìåíèì ïðîöåäóðó èç òåîðåìû î äåòåðìèíèçàöèè ê ÍÊÀ N1 èç
ïðèìåðà 3.1 íà ñòð. 13.
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Íà ïåðâîì ýòàïå ïîëó÷àåì E∗ε = {(2, 0), (1, 4), (3, 1), (4, 1)} è ÍÊÀ M1 áåç ïóñòûõ
ïåðåõîäîâ, ïðåäñòàâëåííûé íà ñëåäóþùåé äèàãðàììå.
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Ðèñ. 4: Äèàãðàììà àâòîìàòà M1

Çàìåòèì, ÷òî ñîñòîÿíèå 4 èñ÷åçëî, òàê êàê â àâòîìàòå N1 â íåãî ìîæíî áûëî
ïîïàñòü òîëüêî ïî ε-ïåðåõîäó.

Íà âòîðîì ýòàïå äåòåðìèíèçèðóåì M1. ÄÊÀ A áóäåò èìåòü 16 ñîñòîÿíèé:
QA = {∅, {0}, {1}, {2}, {3}, {0, 1}, {0, 2}, {0, 3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {0, 1, 2}, {0, 1, 3}, {0, 2, 3},
{1, 2, 3}, {0, 1, 2, 3}}.
Âî ìíîæåñòâî çàêëþ÷èòåëüíûõ ñîñòîÿíèé âîéäóò ñîñòîÿíèÿ, ñîäåðæàùèå çàêëþ÷è-
òåëüíîå ñîñòîÿíèå 3 àâòîìàòà M1:
FA = {{3}, {0, 3}, {1, 3}, {0, 1, 3}, {0, 2, 3}, {1, 2, 3}, {0, 1, 2, 3}}.
Ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ ΦA îïðåäåëåíà â ñëåäóþùåé òàáëèöå

QA \ Σ a b
∅ ∅ ∅
{0} {0, 1} {0}
{1} ∅ {2}
{2} {0, 1, 3} {0}
{3} ∅ {2}
{0, 1} {0, 1} {0, 2}
{0, 2} {0, 1, 3} {0}
{0, 3} {0, 1} {0, 3}

QA \ Σ a b
{1, 2} {0, 1, 3} {0, 2}
{1, 3} ∅ {2}
{2, 3} {0, 1, 3} {0, 2}
{0, 1, 2} {0, 1, 3} {0, 2}
{0, 1, 3} {0, 1} {0, 2}
{0, 2, 3} {0, 1, 3} {0, 2}
{1, 2, 3} {0, 1, 3} {0, 2}
{0, 1, 2, 3} {0, 1, 3} {0, 2}

Íà ñàìîì äåëå íàñ èíòåðåñóþò ëèøü òå ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðûå ìîæíî ïîïàñòü èç
íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ {0}. Íåñëîæíûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî èõ òîëüêî òðè: {0, 1},
{0, 2} è {0, 1, 3}. Îñòàëüíûå ñîñòîÿíèÿ íå äîñòèæèìû èç {0} è, ñëåäîâàòåëüíî, íå
âëèÿþò íà ðàáîòó àâòîìàòà A. Èõ ìîæíî îòáðîñèòü. Òàêèì îáðàçîì, â äèàãðàììå
àâòîìàòà îñòàþòñÿ 4 ñîñòîÿíèÿ, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 5.

Çàìå÷àíèå. Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå ó ïîñòðîåííîãî ÄÊÀ A îêàçàëîñü íå áîëüøå
ñîñòîÿíèé, ÷åì ó èñõîäíîãî ÍÊÀ N1. Ê ñîæàëåíèþ, ýòî íå âñåãäà òàê. Ñóùåñòâóþò
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Ðèñ. 5: Äèàãðàììà àâòîìàòà A

ïðèìåðû ÍÊÀ ñ n ñîñòîÿíèÿìè, äëÿ êîòîðûõ ýêâèâàëåíòíûå ÄÊÀ ñîäåðæàò íå ìåíåå
2n ñîñòîÿíèé.

3.1 Çàäà÷è
Çàäà÷à 3.1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðèâåäåííûé íà ðèñ. 5 àâòîìàò A ðàñïîçíàåò ÿçûê,
ñîñòîÿùèé èç âñåõ ñëîâ, çàêàí÷èâàþùèõñÿ íà ′aba′.

Çàäà÷à 3.2. Èñïîëüçóÿ ïðîöåäóðó äåòåðìèíèçàöèè íåäåòåðìèíèðîâàííûõ àâòîìà-
òîâ èç òåîðåìû 3.1, ïîñòðîéòå ÄÊÀ, ýêâèâàëåíòíûé çàäàííîìó ÍÊÀ M .

a) M =< {a, b}, {0, 1, 2}, 0, {2},Φ > ñ ïðîãðàììîé Φ : 0a→ 1, 0→ 1, 1b→ 2,
1→ 2, 2b→ 2.

b) M =< {a, b}, {0, 1, 2}, 0, {2},Φ > ñ ïðîãðàììîé Φ : 0a→ 1, 0a→ 2,
1b→ 2, 1→ 2, 2b→ 0.

c) M =< {a, b}, {0, 1, 2, 3}, 0, {2, 3},Φ > ñ ïðîãðàììîé Φ : 0a→ 1, 0a→ 2,
0→ 1, 1b→ 1, 1→ 2, 2a→ 3, 3b→ 1, 3→ 0.

4 Ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ è ÿçûêè
Ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî óäîáíûì ñðåäñòâîì äëÿ ïîñòðîåíèÿ
�àëãåáðàè÷åñêèõ� îïèñàíèé ÿçûêîâ. Îíè ñòðîÿòñÿ èç ýëåìåíòàðíûõ âûðàæåíèé ∅, ε, a ∈
Σ ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ (+), êîíêàòåíàöèè (◦) è èòåðàöèè (∗). Êàæäîìó
òàêîìó âûðàæåíèþ r ñîîòâåòñòâóåò, ïðåäñòàâëÿåìûé èì ÿçûê Lr. Ñìûñë îïåðàöèè
îáúåäèíåíèÿ ÿçûêîâ ìû çíàåì. Îïðåäåëèì îïåðàöèè êîíêàòåíàöèè è èòåðàöèè (èíî-
ãäà åå íàçûâàþò çàìûêàíèåì Êëèíè).

Ïóñòü L1 è L2 � ÿçûêè â àëôàâèòå Σ.
Òîãäà L = L1 ◦L2 = {w | (∃w1 ∈ L1)(∃w2 ∈ L2)(w = w1w2)}, ò.å. êîíêàòåíàöèÿ ÿçûêîâ
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ñîñòîèò èç êîíêàòåíàöèé âñåõ ñëîâ ïåðâîãî ÿçûêà ñî âñåìè ñëîâàìè âòîðîãî ÿçûêà.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè ε ∈ L1, òî L2 ⊆ L, à åñëè ε ∈ L2, òî L1 ⊆ L.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ �ñòåïåíåé� ÿçûêà L:
L0 = {ε},
L1 = L,
Li+1 = L ◦ Li (i = 1, 2, . . .).
Òàêèì îáðàçîì â Li âõîäÿò âñå ñëîâà, êîòîðûå ìîæíî ðàçáèòü íà i ïîäðÿä èäóùèõ
ñëîâ èç L.

Èòåðàöèþ (L)∗ ÿçûêà L îáðàçóþò âñå ñëîâà êîòîðûå ìîæíî ðàçáèòü íà íåñêîëüêî
ïîäðÿä èäóùèõ ñëîâ èç L:
(L)∗ = {ε} ∪ {w | (∃k ≥ 1)(w = w1w2 . . . wk) è âñå wi ∈ L}.

Åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñ ïîìîùüþ ñòåïåíåé:
(L)∗ =

⋃∞
i=0 L

i.
×àñòî óäîáíî ðàññìàòðèâàòü �óñå÷åííóþ� èòåðàöèþ ÿçûêà, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò

ïóñòîå ñëîâî, åñëè åãî íåò â ÿçûêå: L+ =
⋃∞
i=1 L

i. Ýòî íå íîâàÿ îïåðàöèÿ, à ïðîñòî
óäîáíîå ñîêðàùåíèå äëÿ âûðàæåíèÿ L ◦ L∗.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè ðàññìàòðèâàòü àëôàâèò Σ = {a1, . . . , am} êàê êîíå÷íûé
ÿçûê, ñîñòîÿùèé èç îäíîáóêâåííûõ ñëîâ, òî ââåäåííîå ðàíåå îáîçíà÷åíèå Σ∗ äëÿ
ìíîæåñòâà âñåõ ñëîâ, âêëþ÷àÿ è ïóñòîå, â àëôàâèòå Σ ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåíèþ
èòåðàöèè Σ∗ ýòîãî ÿçûêà.

Â ñëåäóþùåé òàáëèöå ïðèâåäåíî ôîðìàëüíîå èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå ðåãóëÿð-
íûõ âûðàæåíèé íàä àëôàâèòîì Σ è ïðåäñòàâëÿåìûõ èìè ÿçûêîâ.

Âûðàæåíèå r ßçûê Lr
∅ L∅ = ∅
ε Lε = {ε}

a ∈ Σ La = {a}
Ïóñòü r1 è r2 � ýòî Lr1 è Lr2 � ïðåäñòàâëÿåìûå

ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ. èìè ÿçûêè.
Òîãäà ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ

ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè è ïðåäñòàâëÿþò ÿçûêè:
r = (r1 + r2) Lr = Lr1 ∪ Lr2
r = (r1 ◦ r2) Lr = Lr1 ◦ Lr2
r = (r1)∗ Lr = L∗r1

Ïðè çàïèñè ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé áóäåì îïóñêàòü çíàê êîíêàòåíàöèè ◦ è áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî îïåðàöèÿ ∗ èìååò áîëüøèé ïðèîðèòåò, ÷åì êîíêàòåíàöèÿ è +, à
êîíêàòåíàöèÿ � áîëüøèé ïðèîðèòåò, ÷åì +. Ýòî ïîçâîëèò îïóñòèòü ìíîãèå ñêîáêè.
Íàïðèìåð, (((1 ◦ 0) ◦ ((1)∗ + 0)) ìîæíî çàïèñàòü êàê 10(1∗ + 0).

Îïðåäåëåíèå 4.1. Äâà ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèÿ r è p íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè,
åñëè ñîâïàäàþò ïðåäñòàâëÿåìûå èìè ÿçûêè, ò.å. Lr = Lp. Â ýòîì ñëó÷àå ïèøåì
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r = p.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, íàïðèìåð, òàêèå ñâîéñòâà îïåðàöèé:
r + p = p+ r (êîììóòàòèâíîñòü îáúåäèíåíèÿ),
(r + p) + q = r + (p+ q) (àññîöèàòèâíîñòü îáúåäèíåíèÿ),
(rp)q = r(pq) (àññîöèàòèâíîñòü êîíêàòåíàöèè),
(r∗)∗ = r∗ (èäåìïîòåíòíîñòü èòåðàöèè),
(r + p)q = rq + pq (äèñòðèáóòèâíîñòü).

Ïðèìåð 4.1. Äîêàæåì â êà÷åñòâå ïðèìåðà íå ñòîëü î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî: (r+p)∗ =
(r∗p∗)∗.

Ïóñòü L1 � ÿçûê, ïðåäñòàâëÿåìûé åãî ëåâîé ÷àñòüþ, à L2 � ïðàâîé. Ïóñòîå
ñëîâî ε ïðèíàäëåæèò îáîèì ÿçûêàì. Åñëè íåïóñòîå ñëîâî w ∈ L1, òî ïî îïðåäå-
ëåíèþ èòåðàöèè îíî ïðåäñòàâèìî êàê êîíêàòåíàöèÿ ïîäñëîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ÿçûêó
Lr ∪Lp. Íî ýòîò ÿçûê ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ÿçûêà L′ = L∗rL

∗
p (ïî÷åìó?). Ïîýòîìó

w ∈ L2 = (L′)∗. Îáðàòíî, åñëè ñëîâî w ∈ L2, òî îíî ïðåäñòàâèìî êàê êîíêàòåíàöèÿ
ïîäñëîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ÿçûêó L′. Êàæäîå èç òàêèõ ïîäñëîâ v ïðåäñòàâèìî â âèäå
v = v1

1 . . . v
1
kv

2
1 . . . v

2
l , ãäå äëÿ âñåõ i = 1, . . . , k ïîäñëîâî v1

i ∈ Lr è äëÿ âñåõ j = 1, . . . , l
ïîäñëîâî v2

j ∈ Lp (âîçìîæíî, ÷òî k èëè l ðàâíî 0). Íî ýòî çíà÷èò, ÷òî w ÿâëÿåòñÿ
êîíêàòåíàöèåé ïîäñëîâ, êàæäîå èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò Lr ∪ Lp è, ñëåäîâàòåëüíî,
w ∈ L1.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé è ïðåäñòàâëÿåìûõ èìè
ÿçûêîâ.

Ïðèìåð 4.2. Ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå (0 + 1)∗ ïðåäñòàâëÿåò ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ
â àëôàâèòå {0, 1}.
Ïðèìåð 4.3. Ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå 11(0 + 1)∗001 ïðåäñòàâëÿåò ÿçûê, ñîñòîÿùèé
èç âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå {0, 1}, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ íà '11', à çàêàí÷èâàþòñÿ íà
'001'.

Ïðèìåð 4.4. Ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå (1 + 01 + 001)∗(ε+ 0 + 00) ïðåäñòàâëÿåò ÿçûê,
ñîñòîÿùèé èç âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå {0, 1}, êîòîðûå íå ñîäåðæàò ïîäñëîâî '000' (
ñì. çàäà÷ó 4.1 íà ñòð. 20).

Ïðèìåð 4.5. Ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå 1∗(01∗01∗)∗ ïðåäñòàâëÿåò ÿçûê L0÷, ñîñòîÿ-
ùèé èç âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå {0, 1}, â êîòîðûõ ÷åòíîå ÷èñëî íóëåé.

Äåéñòâèòåëüíî, êàæäîå ñëîâî èç L0÷ ëèáî âîîáùå íå ñîäåðæèò íóëåé, ò.å. âõîäèò
â ÿçûê, ïðåäñòàâëÿþùèé 1∗, ëèáî ìîæåò áûòü ðàçáèòî íà áëîêè âèäà 01i01j, i, j ≥
0, êîòîðûì, áûòü ìîæåò, ïðåäøåñòâóåò áëîê åäèíèö. Âûðàæåíèå (01∗01∗), î÷åâèäíî
çàäàåò îäèí òàêîé áëîê, à åãî èòåðàöèÿ � ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêèõ
áëîêîâ.
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Ïðèìåð 4.6. Ïîñòðîèì òåïåðü ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ÿçûê
L0÷1÷, ñîñòîÿùèé èç âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå {0, 1}, â êîòîðûõ ÷åòíîå ÷èñëî íóëåé è
÷åòíîå ÷èñëî åäèíèö.

Ïóñòü w = w1w2 . . . wn � ïðîèçâîëüíîå ñëîâî èç L0÷1÷. Òîãäà, ðàçóìååòñÿ, n �
÷åòíî, ïóñòü n = 2k. Ðàçîáüåì w íà ïàðû ñîñåäíèõ áóêâ pi = w2i−1w2i, i = 1, 2, . . . , k.
Âîçìîæíû 4 âèäà òàêèõ ïàð: 00, 11, 01 è 10. Ïàð âèäà 00 è 11 ìîæåò áûòü ñêîëüêî
óãîäíî, à ïàð âèäà 01 è 10 îáÿçàòåëüíî ÷åòíîå ÷èñëî. Ïîýòîìó w ðàçáèâàåòñÿ íà
áëîêè, êàæäûé èç êîòîðûõ íà÷èíàåòñÿ îäíîé èç ïàð 01 èëè 10 è ñîäåðæèò åùå îäíó
òàêóþ ïàðó. Êàæäûé òàêîé áëîê îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì (01 + 10)(00 + 11)∗(01 +
10)(00+11)∗. Ïðè ýòîì ïåðåä ïåðâûì áëîêîì ìîæåò áûòü ïðåôèêñ, ñîñòîÿùèé èç ïàð
00 è 11. Ìíîæåñòâî ñëîâ ñîñòîÿùèõ èç ïàð 00 è 11 çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì (00 + 11)∗.
Îòñþäà ïîëó÷àåì âûðàæåíèå R0÷1÷, çàäàþùåå ÿçûê L0÷1÷:

R0÷1÷ = (00 + 11)∗((01 + 10)(00 + 11)∗(01 + 10)(00 + 11)∗)∗.

4.1 Çàäà÷è
Çàäà÷à 4.1. Äîêàæèòå ïðàâèëüíîñòü ðåãóëÿðíîãî âûðàæåíèÿ â ïðèìåðå 4.4.

Çàäà÷à 4.2. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé.
à) p∗(p+ q)∗ = (p+ qp∗)∗ = (p+ q)∗;
á) p(qp)∗ = (pq)∗p;
â) (p∗q∗)∗ = (q∗p∗)∗;
ã) (pq)+(q∗p∗ + q∗) = (pq)∗pq+p∗.

Çàäà÷à 4.3. Ïîñòðîéòå ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå, çàäàþùåå ÿçûê ÿçûê L â àëôàâèòå
Σ = {0, 1}.
à) L = {w | w ñîäåðæèò íå÷åòíîå ÷èñëî áóêâ 0 è ÷åòíîå ÷èñëî áóêâ 1};
á) L = {w | w ñîäåðæèò ïîäñëîâî 001 èëè ïîäñëîâî 110};
â) L = {w | w íå ñîäåðæèò ïîäñëîâ 011 è 010}.

Çàäà÷à 4.4. Îïðåäåëèòå, êàêîé ÿçûê ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ðåãóëÿðíûìè
âûðàæåíèÿìè.
à) (0∗1∗)0;
á) (01∗)0;
â) (00 + 11 + (01 + 10)(00 + 11)+(01 + 10))∗.

Çàäà÷à 4.5. Óïðîñòèòü ñëåäóþùèå ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ.
à) (00∗)0 + (00)∗;
á) (0 + 1)(ε+ 00)+ + (0 + 1);
â) (0 + ε)0∗1.
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Çàäà÷à 4.6. Âûøå â çàäà÷å 2.3 íà ñòð. 10 ïðåäëàãàëîñü ïîñòðîèòü àâòîìàò-
ðàñïîçíàâàòåëü, êîòîðûé ïðîâåðÿåò ïðàâèëüíîñòü ñëîæåíèÿ. Ïîñòðîéòå ðåãóëÿð-
íîå âûðàæåíèå, çàäàþùåå ðàñïîçíàâàåìûé ýòèì àâòîìàòîì ÿçûê S, ò.å. ñëåäóþ-
ùåå ìíîæåñòâî ñëîâ â àëôàâèòå {0, 1}3

S = {(x1(1), x2(1), y(1))(x1(2), x2(2), y(2)) . . . (x1(n), x2(n), y(n)) | y = y(n) . . . y(2)y(1)
� ýòî ïåðâûå n áèòîâ ñóììû äâîè÷íûõ ÷èñåë x1 = x1(n) . . . x1(2)x1(1) è x2 =
x2(n) . . . x2(2)x2(1)}.

5 Ðåãóëÿðíûå ÿçûêè è êîíå÷íûå àâòîìàòû
5.1 Àâòîìàòû äëÿ ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ
Ïîêàæåì, ÷òî êàæäûé ðåãóëÿðíûé ÿçûê ìîæíî ðàñïîçíàòü êîíå÷íûì àâòîìàòîì.

Òåîðåìà 5.1. Äëÿ êàæäîãî ðåãóëÿðíîãî âûðàæåíèÿ r ìîæíî ýôôåêòèâíî ïîñòðî-
èòü òàêîé íåäåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòîìàòM , êîòîðûé ðàñïîçíàåò ÿçûê,
çàäàâàåìûé r, ò.å. LM = Lr.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîåíèå àâòîìàòàM ïî âûðàæåíèþ r ïðîâåäåì èíäóêöèåé
ïî äëèíå r, ò.å. ïî îáùåìó êîëè÷åñòâó ñèìâîëîâ àëôàâèòà Σ, ñèìâîëîâ ∅ è ε, çíàêîâ
îïåðàöèé +, ◦,∗ è ñêîáîê â çàïèñè r.

Áàçèñ. Àâòîìàòû äëÿ âûðàæåíèé äëèíû 1: ∅, ε è a ∈ Σ ïîêàçàíû íà ñëåäóþùåì
ðèñóíêå.

������
��
����q0 q1 ���� ������

��
q0 q1-ε ���� ������

��
q0 q1-a

Ðèñ. 6: Äèàãðàììû àâòîìàòîâ äëÿ ÿçûêîâ ∅, {ε} è {a}

Çàìåòèì, ÷òî ó êàæäîãî èç ýòèõ òðåõ àâòîìàòîâ ìíîæåñòâî çàêëþ÷èòåëüíûõ ñî-
ñòîÿíèé ñîñòîèò èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ.

Èíäóêöèîííûé øàã. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî äëÿ êàæäîãî ðåãóëÿðíîãî âûðà-
æåíèÿ äëèíû ≤ k ïîñòðîåí ñîîòâåòñòâóþùèé ÍÊÀ, ïðè÷åì ó íåãî åäèíñòâåííîå çà-
êëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå r äëèíû
k+1. Â çàâèñèìîñòè îò ïîñëåäíåé îïåðàöèè îíî ìîæåò èìåòü îäèí èç òðåõ âèäîâ: (r1+
r2), (r1r2) èëè (r1)∗. Ïóñòü M1 =< Σ, Q1, q

1
0, {q1

f},Φ1 > è M2 =< Σ, Q2, q
2
0, {q2

f},Φ2 > �
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ýòî ÍÊÀ, ðàñïîçíàþùèå ÿçûêè Lr1 è Lr2 , ñîîòâåòñòâåííî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè,
ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ó íèõ ðàçíûå ñîñòîÿíèÿ: Q1 ∩Q2 = ∅.

Òîãäà ÍÊÀ M =< Σ, Q, q0, {qf},Φ >, äèàãðàììà êîòîðîãî ïðåäñòàâëåíà íà ñëåäó-
þùåì ðèñóíêå, ðàñïîçíàåò ÿçûê Lr = Lr1+r2 = Lr1 ∪ Lr2 .

t t
t t
q1

0

q2
0

q1
f

q2
f

ε

ε����
ε

ε

q0 ������
��
qf�

�
�
�3

Q
Q
Q
Qs �

�
��3

Q
Q
QQs

M1

M2

Ðèñ. 7: Äèàãðàììà àâòîìàòà M , ðàñïîçíàþùåãî ÿçûê Lr1+r2

Ó ýòîãî àâòîìàòà ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé Q = Q1 ∪ Q2 ∪ {q0, qf}, ãäå q0 � ýòî íî-
âîå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå, qf � íîâîå (åäèíñòâåííîå !) çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå, à
ïðîãðàììà âêëþ÷àåò ïðîãðàììû àâòîìàòîâ M1 è M2 è ÷åòûðå íîâûõ êîìàíäû ε-
ïåðåõîäîâ: Φ = Φ1 ∪ Φ2 ∪ {q0 → q1

0, q0 → q2
0, q

1
f → qf , q

2
f → qf}. Î÷åâèäíî, ÷òî ÿçûê,

ðàñïîçíàâàåìûé ÍÊÀ M , âêëþ÷àåò âñå ñëîâà èç LM1 è èç LM2 . Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
êàæäîå ñëîâî w ∈ LM ïåðåâîäèò q0 â qf è ïîñëå ïåðâîãî øàãà, íåñóùèé åãî ïóòü
ïðîõîäèò ÷åðåç q1

0 èëè q2
0. Òàê êàê ñîñòîÿíèÿ M1 è M2 íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî â ïåðâîì

ñëó÷àå ýòîò ïóòü ìîæåò ïîïàñòü â qf òîëüêî ïî ε-ïåðåõîäó èç q1
f è òîãäà w ∈ LM1 .

Àíàëîãè÷íî, âî âòîðîì ñëó÷àå w ∈ LM2 .
Äëÿ âûðàæåíèÿ r = r1 ◦ r2 äèàãðàììà ÍÊÀ M =< Σ, Q, q0, {qf},Φ >, ðàñïîçíàþ-

ùåãî ÿçûê Lr, ïðåäñòàâëåíà íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå.

t tt tq0 = q1
0 q1

f q2
0 q2

f = qfε -M1 M2

Ðèñ. 8: Äèàãðàììà àâòîìàòà M , ðàñïîçíàþùåãî ÿçûê Lr1◦r2

Ó ýòîãî àâòîìàòà ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé Q = Q1 ∪Q2, íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå q0 = q1
0

, çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå qf = q2
f , à ïðîãðàììà âêëþ÷àåò ïðîãðàììû àâòîìàòîâ

M1 è M2 è îäíó íîâóþ êîìàíäó � ε-ïåðåõîä èç çàêëþ÷èòåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ M1 â íà-
÷àëüíîå ñîñòîÿíèåM2, ò.å. Φ = Φ1∪Φ2∪{q1

f → q2
0}. Çäåñü òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêèé

ïóòü èç q0 = q1
0 â qf = q2

f ïðîõîäèò ÷åðåç ε-ïåðåõîä èç q1
f â q2

0. Ïîýòîìó âñÿêîå ñëîâî,
äîïóñêàåìîå M , ïðåäñòàâëÿåò êîíêàòåíàöèþ íåêîòîðîãî ñëîâà èç LM1 ñ íåêîòîðûì
ñëîâîì èç LM2 , è ëþáàÿ êîíêàòåíàöèÿ òàêèõ ñëîâ äîïóñêàåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ÍÊÀ
M ðàñïîçíàåò ÿçûê Lr = Lr1◦r2 = Lr1Lr2 .
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Ïóñòü r = r∗1. Äèàãðàììà ÍÊÀ M =< Σ, Q, q0, {qf},Φ >, ðàñïîçíàþùåãî ÿçûê
Lr = Lr∗1 = L∗M1

ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 5.1 íà ñòð. 23.

���� ��*
ε

��	

ε

t tq0
-
q1

0 q1
f ������
��
qf-ε ε

M1

Ðèñ. 9: Äèàãðàììà àâòîìàòà M , ðàñïîçíàþùåãî ÿçûê Lr∗1

Ó ýòîãî àâòîìàòà ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé Q = Q1 ∪ {q0, qf}, ãäå q0 � ýòî íîâîå
íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå, qf � íîâîå (åäèíñòâåííîå !) çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå, à ïðî-
ãðàììà âêëþ÷àåò ïðîãðàììó àâòîìàòà M1 è ÷åòûðå íîâûõ êîìàíäû ε-ïåðåõîäîâ:
Φ = Φ1 ∪ {q0 → q1

0, q0 → qf , q
1
f → q1

0, q
1
f → qf}. Î÷åâèäíî, ε ∈ LM . Äëÿ íåïóñòîãî

ñëîâà w ïî îïðåäåëåíèþ èòåðàöèè w ∈ Lr∗1 ⇔ äëÿ íåêîòîðîãî k ≥ 1 ñëîâî w ìîæíî
ðàçáèòü íà k ïîäñëîâ: w = w1w2 . . . wk è âñå wi ∈ LM1 . Äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , k ñëîâî
wi ïåðåâîäèò q1

0 â q1
f . Òîãäà äëÿ ñëîâà w â äèàãðàììåM èìååòñÿ ïóòü q0

ε−→ q1
0

w1−→ q1
f

ε−→ q1
0

w2−→ q1
f . . . q

1
0

wk−→ q1
f

ε−→ qf . Ñëåäîâàòåëüíî, w ∈ LM . Îáðàòíî, åñëè íåêîòîðîå
ñëîâî ïåðåâîäèò q0 â qf , òî ëèáî îíî åñòü ε, ëèáî åãî íåñåò ïóòü, êîòîðûé, ïåðåéäÿ
èç q0 â q1

0 è çàòåì ïðîéäÿ íåñêîëüêî ðàç ïî ïóòè èç q1
0 â q1

f è âåðíóâøèñü èç q1
f â q1

0

ïî ε-ïåðåõîäó, â êîíöå êîíöîâ èç q1
f ïî ε-ïåðåõîäó çàâåðøàåòñÿ â qf . Ïîýòîìó òàêîå

ñëîâî w ∈ L∗M1
.

2

Èç òåîðåì 3.1 è 5.1 íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 5.1.1. Äëÿ êàæäîãî ðåãóëÿðíîãî âûðàæåíèÿ ìîæíî ýôôåêòèâíî ïî-
ñòðîèòü äåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòîìàò, êîòîðûé ðàñïîçíàåò ÿçûê, ïðåä-
ñòàâëÿåìûé ýòèì âûðàæåíèåì.

Ýòî óòâåðæäåíèå � îäèí èç ïðèìåðîâ òåîðåì ñèíòåçà: ïî îïèñàíèþ çàäàíèÿ
(ÿçûêà êàê ðåãóëÿðíîãî âûðàæåíèÿ) ýôôåêòèâíî ñòðîèòñÿ ïðîãðàììà (ÄÊÀ), åãî
âûïîëíÿþùàÿ. Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå � òåîðåìà àíàëèçà.

Òåîðåìà 5.2. Ïî êàæäîìó äåòåðìèíèðîâàííîìó (èëè íåäåòåðìèíèðîâàííîìó) êî-
íå÷íîìó àâòîìàòó ìîæíî ïîñòðîèòü ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå, êîòîðîå ïðåäñòàâ-
ëÿåò ÿçûê, ðàñïîçíàâàåìûé ýòèì àâòîìàòîì.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû äîñòàòî÷íî òåõíè÷åñêîå è âûõîäèò çà ðàìêè íàøåãî
êóðñà.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî êëàññ êîíå÷íî àâòîìàòíûõ ÿçûêîâ
ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ. Äàëåå ìû áóäåì íàçûâàòü åãî ïðîñòî êëàñ-
ñîì àâòîìàòíûõ ÿçûêîâ.
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Àâòîìàò Mr, êîòîðûé ñòðîèòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.1 ïî ðåãóëÿðíîìó
âûðàæåíèþ r, íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ñàìûì ïðîñòûì.

Íàïðèìåð, äëÿ ðåàëèçàöèè âûðàæåíèÿ-ñëîâà a1a2 . . . an, ãäå ai ∈ Σ (i = 1, 2, . . . , n),
ìîæíî ïðîñòî èñïîëüçîâàòü àâòîìàò ñ (n + 1) ñîñòîÿíèåì qi (i = 0, 1, 2, . . . , n) è êî-
ìàíäàìè qi−1ai → qi, â êîòîðîì íåò ïóñòûõ ε-ïåðåõîäîâ, ó÷àñòâóþùèõ â îáùåé êîí-
ñòðóêöèè äëÿ êîíêàòåíàöèè. Òàêæå ïðè ïîñòðîåíèè àâòîìàòà äëÿ îáúåäèíåíèÿ M1

è M2 ìîæíî ñëèâàòü èõ íà÷àëüíûå ñîñòîÿíèÿ â îäíî, åñëè â íèõ íåò ïåðåõîäîâ èç
äðóãèõ ñîñòîÿíèé (òîãäà íå ïîòðåáóåòñÿ íîâîå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå). Ìîæíî òàêæå
îáúåäèíèòü èõ çàêëþ÷èòåëüíûå ñîñòîÿíèÿ, åñëè èç íèõ íåò ïåðåõîäîâ â äðóãèå ñîñòî-
ÿíèÿ è àëôàâèòû M1 è M2 ñîâïàäàþò. Åñëè èç çàêëþ÷èòåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ M1 íåò
ïåðåõîäîâ â äðóãèå ñîñòîÿíèÿ, òî ïðè êîíêàòåíàöèè åãî ìîæíî îáúåäèíèòü ñ íà÷àëü-
íûì ñîñòîÿíèåì M2. Âìåñòå ñ òåì, óòâåðæäåíèÿ çàäà÷è 5.1 íà ñòð. 30 ïîêàçûâàþò,
÷òî íàøà îáùàÿ êîíñòðóêöèÿ äîñòàòî÷íî ýêîíîìíà.

Ïðèìåð 5.1. Ïðèìåíèì òåîðåìó 5.1 ê ðåãóëÿðíîìó âûðàæåíèþ r = (1 + 01 +
001)∗(ε+0+00), êîòîðîå, êàê ìû çàìåòèëè â ïðèìåðå 4.4 íà ñòð. 19, ïðåäñòàâëÿåò
ÿçûê, ñîñòîÿùèé èç âñåõ ñëîâ, êîòîðûå íå ñîäåðæàò ïîäñëîâî '000'.

Íà ðèñóíêå 10 ïðåäñòàâëåíû äèàãðàììû àâòîìàòîâ M1 è M2, ïîñòðîåííûõ ïî
âûðàæåíèÿì r1 = (1 + 01 + 001) è r2 = (ε + 0 + 00), ñîîòâåòñòâåííî, ñ ïîìîùüþ
êîíñòðóêöèé äëÿ êîíêàòåíàöèè è îáúåäèíåíèÿ. Êàê ìû îòìå÷àëè âûøå, àâòîìàò
M1 ìîæíî áûëî áû åùå óïðîñòèòü, ñêëåèâ íà÷àëüíûå ñîñòîÿíèÿ q2, p1 è s1, à òàêæå
çàêëþ÷èòåëüíûå ñîñòîÿíèÿ q3, p3 è s4.
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Àâòîìàò M1 Àâòîìàò M2

Ðèñ. 10: Äèàãðàììû àâòîìàòîâ äëÿ âûðàæåíèé r1 = (1 + 01 + 001) è r2 = (ε+ 0 + 00)

Àâòîìàò M3 äëÿ âûðàæåíèÿ r∗1 = (1 + 01 + 001)∗ ïîëó÷àåòñÿ èç M1 äîáàâëåíèåì
íîâîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ q0 è çàêëþ÷èòåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ q5 è ε-ïåðåõîäîâ èç
q0 â q1 è q5, èç q4 â q5 è èç q5 â q1. Çàòåì ðåçóëüòèðóþùèé àâòîìàò äëÿ èñõîäíîãî
âûðàæåíèÿ r ïîëó÷àåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì ñîåäèíåíèåì M3 è M2. Îí ïðåäñòàâëåí
íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå.
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Ðèñ. 11: Äèàãðàììà àâòîìàòà M , ðàñïîçíàþùåãî ÿçûê Lr

5.2 Ñâîéñòâà çàìêíóòîñòè êëàññà àâòîìàòíûõ ÿçûêîâ
Îáðàòèìñÿ ñíîâà ê ñâîéñòâàì çàìêíóòîñòè êëàññà àâòîìàòíûõ ÿçûêîâ. Êàê ìû óæå
óñòàíîâèëè ñ ïîìîùüþ êîíñòðóêöèè ïðîèçâåäåíèÿ àâòîìàòîâ, ýòîò êëàññ çàìêíóò
îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è ðàçíîñòè (ñì. ñëåäñòâèå 2.1.1 íà ñòð. 10).
Èç òåîðåìû 5.1 íà ñòð. 21 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî êëàññ àâòîìàòíûõ ÿçûêîâ
çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé êîíêàòåíàöèè è èòåðàöèè. Ìîæíî ëåãêî óñòàíîâèòü,
÷òî îí òàêæå çàìêíóò îòíîñèòåëüíî äîïîëíåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 5.1. Ïóñòü L � àâòîìàòíûé ÿçûê â àëôàâèòå Σ. Òîãäà åãî äîïîë-
íåíèå � ÿçûê L̄ = {w | w ∈ Σ∗ è w /∈ L} òàêæå ÿâëÿåòñÿ àâòîìàòíûì.

Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ÿçûê Σ∗, âêëþ÷àþùèé âñå ñëîâà â àë-
ôàâèòå Σ ÿâëÿåòñÿ àâòîìàòíûì è ÷òî L = Σ∗ \ L.

Îïðåäåëåííàÿ íèæå îïåðàöèÿ ãîìîðôèçìà ôîðìàëèçóåò èäåþ ïîñèìâîëüíîãî ïå-
ðåâîäà ñëîâ îäíîãî àëôàâèòà â ñëîâà äðóãîãî.

Îïðåäåëåíèå 5.1. Ïóñòü Σ è ∆ � äâà àëôàâèòà. Îòîáðàæåíèå φ : Σ∗ → ∆∗ ñëîâ
ïåðâîãî èç íèõ â ñëîâà âòîðîãî íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì, åñëè
1) φ(ε) = ε;
2) äëÿ ëþáûõ äâóõ ñëîâ w1 è w2 â àëôàâèòå Σ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî φ(w1w2) =
φ(w1)φ(w2).

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî ãîìîðôèçì îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà ñèìâîëàõ àëôàâèòà Σ. Åñëè w = w1w2 . . . wn, wi ∈
Σ (1 ≤ i ≤ n), òî φ(w) = φ(w1)φ(w2) . . . φ(wn).

Ïðèìåð 5.2. Ïóñòü Σ = {a, b, c}, ∆ = {0, 1}, à ãîìîðôèçì φ îïðåäåëåí íà ñèìâîëàõ
Σ ñëåäóþùèì îáðàçîì: φ(a) = 00, φ(b) = ε, φ(c) = 101.
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Òîãäà φ(aca) = 0010100, φ(abcb) = 00101, φ(bbb) = ε.

Îïðåäåëåíèå 5.2. Ïóñòü φ : Σ∗ → ∆∗ � ïðîèçâîëüíûé ãîìîìîðôèçì è L �
ÿçûê â àëôàâèòå Σ. Îáðàçîì φ(L) ÿçûêà L ïðè ãîìîðôèçìå φ íàçûâàåòñÿ ÿçûê
φ(L) = {φ(w) | w ∈ L}, ñîñòîÿùèé èç îáðàçîâ âñåõ ñëîâ ÿçûêà L.

Ïóñòü L � ÿçûê â àëôàâèòå ∆. Ïðîîáðàçîì ýòîãî ÿçûêà ïðè ãîìîðôèçìå φ íà-
çûâàåòñÿ ÿçûê φ−1(L) = {w ∈ Σ∗ | φ(w) ∈ L}, ñîñòîÿùèé èç âñåõ òàêèõ ñëîâ â
àëôàâèòå Σ, ÷üè îáðàçû ïðè ãîìîðôèçìå φ ïîïàäàþò â L.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êëàññ àâòîìàòíûõ ÿçûêîâ çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ãî-
ìîðôèçìà è îáðàùåíèÿ ãîìîðôèçìà (âçÿòèÿ ïðîîáðàçà) .

Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü φ : Σ∗ → ∆∗ � ïðîèçâîëüíûé ãîìîìîðôèçì è L � àâòîìàò-
íûé ÿçûê â àëôàâèòå Σ. Òîãäà è ÿçûê φ(L) âëÿåòñÿ àâòîìàòíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A =< Σ, Q, q0, F,Φ > � ÄÊÀ, ðàñïîçíàþùèé ÿçûê L.
Ïîñòðîèì ïî íåìó ÍÊÀM =< ∆, QM , qM0 , F

M ,ΦM >, ðàñïîçíàþùèé ÿçûê φ(L). Èäåÿ
ýòîãî ïîñòðîåíèÿ ïðîñòà: íóæíî êàæäûé ïåðåõîä èç ñîñòîÿíèÿ q â q′ ïî áóêâå a ∈ Σ
â àâòîìàòå A ïðåâðàòèòü â ïåðåõîä èç q â q′ ïî ñëîâó φ(a) â àâòîìàòå M .

Ïóñòü Σ = {a1, . . . , am}, Q = {q0, q1, . . . , qn} è φ(ai) = di1d
i
2 . . . d

i
ki
, dil ∈ ∆ (1 ≤ l ≤

ki) (åñëè φ(ai) 6= ε). Äëÿ êàæäîãî ai çàôèêñèðóåì ïðîñòîé ÍÊÀ Mi, ðàñïîçíàþùèé
ÿçûê {di1di2 . . . diki}, èìåþùèé (ki + 1) ñîñòîÿíèå pi0, pi1, . . . , piki è êîìàíäû pl−1d

i
l →

pl (1 ≤ l ≤ ki). ( Åñëè φ(ai) = ε, òî ó Mi áóäóò äâà ñîñòîÿíèÿ, ñîåäèíåííûå ε-
ïåðåõîäîì). Òåïåðü äëÿ êàæäîé êîìàíäû qjai → qr ïîìåñòèì â M ìåæäó qj è qr
àâòîìàò Mi (öåïî÷êó ñîñòîÿíèé pi0, pi1, . . . , piki). ×òîáû ñîñòîÿíèÿ ðàçëè÷íûõ öåïî÷åê
íå ñêëåèâàëèñü ïðèäàäèì èì âåðõíèé èíäåêñ j, ò.å. ó êàæäîãî qj áóäåò ñâîÿ êîïèÿ
êàæäîãî èç àâòîìàòîâ Mi. Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì QM = Q ∪ {pjil | 0 ≤ j ≤ n, 1 ≤ i ≤
m, 0 ≤ l ≤ ki}. Òàêèì îáðàçîì, pjil � ýòî l-îå ñîñòîÿíèå íà ïóòè èç qj ïî �ñòàðîé�
áóêâå ai. Ïðîãðàììà ΦM àâòîìàòà M ñòðîèòñÿ ïî ïðîãðàììå A ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Äëÿ êàæäîé êîìàíäû âèäà qjai → qr èç Φ ïîìåñòèì â ΦM ñëåäóþùèå êîìàíäû:
qj → pji0 ,
pji0 d

i
1 → pji1 ,

• • •
pjiki−1d

i
ki
→ pjiki ,

pjiki → qr.
Òàêèì îáðàçîì, èç qj àâòîìàò M ïî ïóñòîìó ïåðåõîäó ïîïàäàåò â íà÷àëüíîå ñîñòîÿ-
íèå pji0 j-îé êîïèè àâòîìàòà Mi, çàòåì ïðîõîäèò ïî ñëîâó φ(ai) è ñíîâà ïî ïóñòîìó
ïåðåõîäó ïîïàäàåò â qr.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ îïðåäåëåíèÿ M ïîëîæèì qM0 = q0 è FM = F .
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî íàøå ïîñòðîåíèå êîððåêòíî, ò.å., ÷òî φ(L) = φ(LA) = LM .
1) φ(L) ⊆ LM . Çàìåòèì âíà÷àëå, ÷òî åñëè ε ∈ L, òî q0 ∈ F è ïî îïðåäåëåíèþ

q0 ∈ FM , ñëåäîâàòåëüíî φ(ε) = ε ∈ LM .
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Ïóñòü w = w1w2 . . . wk ∈ L,ws ∈ Σ. Òîãäà â äèàãðàììå A èìååòñÿ ïóòü èç q0

â íåêîòîðîå çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå q′ ∈ F , êîòîðûé íåñåò ñëîâî w. Ïóñòü ýòî
ïóòü q0 = qj0 , qj1 , . . . qjk = q′. Òîãäà äëÿ êàæäîãî 1 ≤ x ≤ k â Φ èìååòñÿ êîìàíäà
qjx−1wx → qjx . Íî èç îïðåäåëåíèÿ ΦM ñëåäóåò, ÷òî òîãäà â àâòîìàòå M èìååòñÿ ïóòü
èç qjx−1 â qjx , íåñóùèé ñëîâî φ(wx). Îáúåäèíèâ âñå òàêèå ïóòè, ïîëó÷èì ïóòü èç èç
q0 â q′ ∈ FM , íåñóùèé ñëîâî φ(w). Ñëåäîâàòåëüíî, φ(w) ∈ LM .

2) LM ⊆ φ(L). Ïóñòü ñëîâî u ∈ ∆∗ ïðèíàäëåæèò LM . Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà
äëÿ íåêîòîðîãî w ∈ L u = φ(w). Ðàññìîòðèì äëÿ ýòîãî ïóòü â äèàãðàììå M èç q0 â
q′ ∈ FM , íåñóùèé ñëîâî u. Âûäåëèì íà ýòîì ïóòè âñå ñîñòîÿíèÿ èç Q. Ïóñòü ýòî áóäóò
ïî ïîðÿäêó ñîñòîÿíèÿ q0 = qj0 , qj1 , . . . qjk = q′. Òîãäà ñëîâî u ðàçáèâàåòñÿ íà k ïîäñëîâ:
u = u1u2 . . . uk òàêèõ, ÷òî ux ïåðåâîäèò âM ñîñòîÿíèå qjx−1 â qjx (1 ≤ x ≤ k). Ïîêàæåì,
÷òî äëÿ êàæäîãî òàêîãî ux ñóùåñòâóåò ñèìâîë wx ∈ Σ òàêîé, ÷òî ux = φ(wx) è â Φ
èìååòñÿ êîìàíäà qjx−1wx → qjx . Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîé ïóòü èç qjx−1 â M íà÷èíàåòñÿ
ε-ïåðåõîäîì â íåêîòîðîå ñîñòîÿíèå âèäà pjx−1i

0 . Ïóñòü ýòî áóäåò ñîñòîÿíèå íà ïóòè,
êîòîðûé íåñåò ux â qjx . Äàëåå ýòîò ïóòü îáÿçàòåëüíî áóäåò ïðîõîäèòü ïî ñîñòîÿíèÿì
âèäà p

jx−1i
l (l = 1, . . . , ki) è çàâåðøèòñÿ ε-ïåðåõîäîì èç pjxiki â ñîñòîÿíèå qjx . Òîãäà

èç îïðåäåëåíèÿ M ñëåäóåò, ÷òî ux = φ(ai) è â Φ èìååòñÿ êîìàíäà qjx−1wx → qjx .
Ïîëîæèâ wx = ai, ïîëó÷èì, ÷òî ux = φ(wx) è u = φ(w1)φ(w2) . . . φ(wk) = φ(w), äëÿ
ñëîâà w = w1w2 . . . wk ∈ Σ∗. Ïðè ýòîì êàæäûé ñèìâîë wx ýòîãî ñëîâà ïåðåâîäèò â
àâòîìàòå A ñîñòîÿíèå qjx−1 â qjx . Ïîýòîìó â A ñóùåñòâóåò ïóòü èç q0 â q′ ∈ F , íåñóùèé
ñëîâî w è, ñëåäîâàòåëüíî w ∈ L .
2

Ïðèìåð 5.3. Ïóñòü àëôàâèòû Σ, ∆ è ãîìîìîðôèçì φ îïðåäåëåíû êàê âûøå â ïðè-
ìåðå 5.2 íà ñòð. 25. Ðàññìîòðèì ÿçûê L = {w | ÷èñëî áóêâ à â ñëîâå w íå÷åòíî }.

Íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå ïîêàçàíà äèàãðàììà ÄÊÀ A, ðàñïîçíàþùåãî ÿçûê L è
äèàãðàììû àâòîìàòîâ Ma äëÿ φ(a) = 00, Mb äëÿ φ(b) = ε è Mc äëÿ φ(c) = 101.

����⇒ q0

a-������
��b, c?

� a
q1

?

b, c Ma :
0 0����p1

0
-����p1

1
-����p1

2

Mb :����p1
0 ����p1

1
-ε

Mc :
1 0����p3

0
-����p3

1
-����p3

2
-1 ����p3

3

Ðèñ. 12: Äèàãðàììà àâòîìàòà A, ðàñïîçíàþùåãî ÿçûê L, è àâòîìàòîâ Ma,Mb è Mc

Ïîäñòàâèâ â A âìåñòî a-ïåðåõîäîâ àâòîìàò Ma, âìåñòî b-ïåðåõîäîâ àâòîìàò Mb è
âìåñòî c-ïåðåõîäîâ àâòîìàò Mc, ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 13 íà ñòð. 28 íåäå-
òåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò M , ðàñïîçíàþùèé ÿçûê φ(L). Íà ýòîì ðèñóíêå êàæäàÿ
èç ε-ïåòåëü â ñîñòîÿíèÿõ q0 è q1 çàìåíÿåò ïî òðè ε-ïåðåõîäà, ñâÿçàííûõ ñ Mb.
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Ðèñ. 13: Äèàãðàììà àâòîìàòà M , ðàñïîçíàþùåãî ÿçûê φ(L)

Îòìåòèì, ÷òî êîíñòðóêöèÿ àâòîìàòà M â òåîðåìå 5.3 äîáíà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà,
íî íåñêîëüêî èçáûòî÷íà. Áåç òðóäà ìîæíî ñîêðàòèòü â íåé âñå ε-ïåðåõîäû, ñêëåèâ
íà÷àëüíûå è çàêëþ÷èòåëüíûå ñîñòîÿíèÿ àâòîìàòîâ Mi ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñîñòîÿ-
íèÿìè àâòîìàòà A. Íàïðèìåð, â àâòîìàòå íà ðèñ. 13 íà ñòð. 28 ìîæíî îáúåäèíèòü
íà÷àëüíûå ñîñòîÿíèÿ p0

0 è p01
0 ñ q0, çàêëþ÷èòåëüíûå ñîñòîÿíèÿ p01

2 è p13
3 ñ q1 è ò.ï.

Îäíèì èç èíòåðåñíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ãîìîìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèÿ.

Îïðåäåëåíèå 5.3. Ïóñòü ∆ ⊂ Σ. Ïðîåêöèåé ÿçûêà L â àëôàâèòå Σ íà ïîäàëôàâèò
∆ íàçûâàåòñÿ ÿçûê
PROJ∆(L) = {w | w ïîëó÷åíî èç íåêîòîðîãî ñëîâà v ∈ L âû÷åðêèâàíèåì âñåõ ñèì-
âîëîâ, íå ïðèíàäëåæàùèõ àëôàâèòó ∆}.

Îïðåäåëèì ãîìîìîðôèçì π : Σ∗ → ∆∗ ñëåäóþùèì îáðàçîì: π(a) = a, åñëè a ∈ ∆ è
π(a) = ε, åñëè a /∈ ∆. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî ÿçûêà L â àëôàâèòå Σ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
PROJ∆(L) = π(L). Îòñþäà è èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû 5.3 ïîëó÷àåì çàìêíóòîñòü
êëàññà àâòîìàòíûõ ÿçûêîâ îòíîñèòåëüíî ïðîåêöèè.

Ïðåäëîæåíèå 5.2. Äëÿ ëþáûõ àëôàâèòîâ ∆ è Σ òàêèõ, ÷òî ∆ ⊂ Σ, è ëþáîãî
àâòîìàòíîãî ÿçûêà L â àëôàâèòå Σ ïðîåêöèÿ PROJ∆(L) òàêæå ÿâëÿåòñÿ àâòî-
ìàòíûì ÿçûêîì.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîåêöèè êîíñòðóêöèÿ àâòîìàòà M äëÿ PROJ∆(L) ïî ÄÊÀ A
äëÿ L ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ: äîñòàòî÷íî çàìåíèòü â A âñå ïåðåõîäû ïî ñèìâîëàì
èç σ \∆ çàìåíèòü íà ε-ïåðåõîäû.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò çàìêíóòîñòü êëàññà àâòîìàòíûõ ÿçûêîâ îòíî-
ñèòåëüíîãî îáðàùåíèÿ ãîìîìîðôèçìîâ.

Òåîðåìà 5.4. Ïóñòü φ : Σ∗ → ∆∗ � ïðîèçâîëüíûé ãîìîìîðôèçì è L � àâòîìàò-
íûé ÿçûê â àëôàâèòå ∆. Òîãäà è ÿçûê φ−1(L) ÿâëÿåòñÿ àâòîìàòíûì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A =< ∆, Q, q0, F,Φ > � ÄÊÀ, ðàñïîçíàþùèé ÿçûê L.
Ïóñòü Σ = {a1, . . . , am}, Q = {q0, q1, . . . , qn} è φ(ai) = di1d

i
2 . . . d

i
ki
, dil ∈ ∆ (1 ≤ l ≤ ki)

(åñëè φ(ai) 6= ε).
Ïåðåñòðîèì åãî â ÄÊÀ M =< Σ, Q, q0, F,Φ

M > ñ òåì æå ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé,
íà÷àëüíûì è çàêëþ÷èòåëüíûìè ñîñòîÿíèÿìè, êîòîðûé ðàñïîçíàåò ÿçûê φ−1(L).

Èäåÿ ýòîãî ïîñòðîåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïåðåõîäèòü èç ñîñòîÿíèÿ q â q′ ïî
áóêâå a ∈ Σ â àâòîìàòå M , åñëè â àâòîìàòå A ñëîâî φ(a) 6= ε ïåðåâîäèò q â q′. Åñëè
æå äëÿ a ∈ Σ îáðàç ïóñò, ò.å. φ(a) = ε, òî â àâòîìàòå M ñëîâî a ïåðåâîäèò êàæäîå
ñîñòîÿíèå â ñåáÿ, òàê êàê ñèìâîëû a ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ â êàæäîì ñëîâå èç φ−1(L) â
ëþáîì ìåñòå è â ëþáîì êîëè÷åñòâå.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëîæèì äëÿ êàæäîé ïàðû qj ∈ Q è ai ∈ Σ ΦM(qj, ai) = qr, åñëè
φ(ai) 6= ε è â àâòîìàòå A (q, φ(a)) `∗A qr. Åñëè æå φ(a) = ε, òî ïîëàãàåì ΦM(qj, ai) = qj.

Òàê êàê A � äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò, òî ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ ΦM îïðåäåëåíà
îäíîçíà÷íî è äëÿ âñåõ ïàð qj ∈ Q è ai ∈ Σ. Ñëåäîâàòåëüíî, M äåòåðìèíèðîâàííûé.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî LM = φ−1(L). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñëîâî w = ai1ai2 . . . aik ∈
LM , òî â M ïóòü q0, qi1qi2 . . . qik , íåñóùèé ýòî ñëîâî âåäåò â çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿ-
íèå qik ∈ F . Èç îïðåäåëåíèÿ ΦM ñëåäóåò, ÷òî òîãäà â A ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùèé
ïóòü èç q0 â qik ∈ F , êîòîðûé íåñåò ñëîâî φ(ai1)φ(ai2) . . . φ(aik) = φ(w). Ñëåäîâàòåëüíî,
w ∈ φ−1(L).

Îáðàòíî, ïóñòü w = ai1ai2 . . . aik ∈ φ−1(L). Òîãäà ñëîâî u = φ(w) = φ(ai1)φ(ai2) . . . φ(aik) ∈
L è â àâòîìàòå A èìååòñÿ ïóòü, íåñóùèé u, êîòîðûé ïåðåâîäèò q0 â íåêîòîðîå çàêëþ-
÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå q′ ∈ F . Çàôèêñèðóåì íà ýòîì ïóòè ñîñòîÿíèÿ qij , â êîòîðûå îí
ïîïàäàåò ïîñëå ïðî÷òåíèÿ ïðåôèêñîâ φ(ai1)φ(ai2) . . . φ(aij) ñëîâà u (j = 1, 2, . . . , k).
Òîãäà qik = q′ è äëÿ âñåõ j = 1, 2, . . . , k èìååò ìåñòî (qij−1

, φ(aij) `∗A qij . Îòñþäà è
èç îïðåäåëåíèÿ ΦM ïîëó÷àåì, ÷òî â M äëÿ âñåõ j = 1, 2, . . . , k èìååò ìåñòî ïåðåõîä
õà îäèí øàã (qij−1

, aij) `M qij . Ñëåäîâàòåëüíî, â M ïóòü q0, qi1qi2 . . . qik íåñåò ñëîâî w
è çàâåðøàåòñÿ â çàêëþ÷èòåëüíîì ñîñòîÿíèè qik = q′. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî w ∈ LM .
2

Ïðèìåð 5.4. Ïóñòü àëôàâèòû Σ, ∆ è ãîìîìîðôèçì φ îïðåäåëåíû êàê âûøå â ïðè-
ìåðå 5.2: φ(a) = 00, φ(b) = ε, φ(c) = 101. Ðàññìîòðèì ÿçûê L = {w | ÷èñëî áóêâ 0 â ñëîâå w
íå÷åòíî, à ÷èñëî áóêâ 1 � ÷åòíî }.

Íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå ïîêàçàíà äèàãðàììà ÄÊÀ A, ðàñïîçíàþùåãî ÿçûê L.
Ïðèìåíèâ ê ýòîìó àâòîìàòó êîíñòðóêöèþ èç òåîðåìû 5.4, îáíàðóæèì, ÷òî a è b

îñòàâëÿþò âñå ñîñòîÿíèÿ íà ìåñòå, à c ïåðåâîäèò êàæäîå ñîñòîÿíèå â ñîñåäíåå ñîñòî-
ÿíèå �ïî ãîðèçîíòàëè�. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì àâòîìàò M , ïîêàçàííûé íèæå íà ðèñ.
15.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî â íåì ñîñòîÿíèÿ q2 è q3 íåäîñòèæèìû èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿ-
íèÿ q0 è ÷òî ýòîò àâòîìàòM ðàñïîçíàåò ÿçûê LM = φ−1(L) = {u | ñëîâî u ñîäåðæèò íå÷åòíîå ÷èñëî ñèìâîëîâ c}.
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Ðèñ. 14: Àâòîìàò A: L(A) = L
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Ðèñ. 15: Äèàãðàììà àâòîìàòà M , ðàñïîçíàþùåãî ÿçûê φ−1(L)

Èìååòñÿ åùå ìíîãî îïåðàöèé, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ çàìêíóò êëàññ àâòîìàòíûõ
ÿçûêîâ. íåêîòîðûå èç íèõ ïðèâåäåíû â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ.

5.3 Çàäà÷è
Çàäà÷à 5.1. ÏóñòüMr � ýòî àâòîìàò, êîòîðûé ñòðîèòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå òåî-
ðåìû 5.1 ïî ðåãóëÿðíîìó âûðàæåíèþ r. Äîêàæèòå, ÷òî
a) ó Mr íåò ïåðåõîäîâ èç åäèíñòâåííîãî çàêëþ÷èòåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ qf ;
b) â äèàãðàììå Mr èç êàæäîé âåðøèíû âûõîäèò íå áîëåå äâóõ ðåáåð;
c) ÷èñëî ñîñòîÿíèé Mr íå áîëåå ÷åì âäâîå ïðåâîñõîäèò äëèíó âûðàæåíèÿ r, ò.å.
|Q| ≤ 2|r|.
Çàäà÷à 5.2. Ïðèìåíèòå ïðîöåäóðó äåòåðìèíèçàöèè èç òåîðåìû 3.1 è ïîñòðîéòå
ÄÊÀ, ýêâèâàëåíòíûé ÍÊÀ M èç ïðèìåðà 5.1.
Çàäà÷à 5.3. Ïðèìåíèòå ïðîöåäóðó äåòåðìèíèçàöèè èç òåîðåìû 3.1 íà ñòð. 13 è
ïîñòðîéòå ÄÊÀ, ýêâèâàëåíòíûé ïîñòðîåííîìó âûøå â ïðèìåðå 5.3 íà ñòð. 27 ÍÊÀ
M .
Çàäà÷à 5.4. Öèëèíäðèôèêàöèÿ � ýòî îïåðàöèÿ, êîòîðàÿ îáðàòíà ïðîåêöèè. Äëÿ
ëþáûõ àëôàâèòîâ ∆ è Σ òàêèõ, ÷òî ∆ ⊂ Σ, è ëþáîãî ÿçûêà L â àëôàâèòå ∆ îïðåäå-
ëèì åãî öèëèíäðèôèêàöèþ êàê ÿçûê CY LΣ(L) = {w ∈ Σ∗ | ïðè âû÷åðêèâàíèè èç w âñåõ áóêâ, íå âõîäÿùèõ â ∆,
ïîëó÷àåòñÿ ñëîâî u ∈ L).

Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ àâòîìàòíîãî ÿçûêà L ÿçûê CY LΣ(L) òàêæå ÿâëÿåòñÿ àâòî-
ìàòíûì ÿçûêîì. Ïðåäëîæèòå ïðîöåäóðó ïåðåñòðîéêè àâòîìàòà, ðàñïîçíàþùåãî
L, â àâòîìàò, ðàñïîçíàþùèé CY LΣ(L).
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Çàäà÷à 5.5. Îáðàùåíèåì ñëîâà w = w1w2 . . . wk (wi ∈ Σ, i = 1, . . . , k) íàçûâàåòñÿ
ñëîâî w−1 = wk . . . w2w1. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ àâòîìàòíîãî ÿçûêà L åãî îáðàùåíèå �
ÿçûê L−1 = {w−1 | w ∈ L} òàêæå ÿâëÿåòñÿ àâòîìàòíûì ÿçûêîì.

Çàäà÷à 5.6. Ïóñòü L � àâòîìàòíûé ÿçûê â àëôàâèòå Σ. Äîêàçàòü, ÷òî àâòî-
ìàòíûìè ÿâëÿþòñÿ è ñëåäóþùèå ÿçûêè:
1) ÏÐÅÔ(L) = {w | ñóùåñòâóåò òàêîå ñëîâî x ∈ Σ∗, ÷òî wx ∈ L}.
2) ÑÓÔ(L) = {w | ñóùåñòâóåò òàêîå ñëîâî x ∈ Σ∗, ÷òî xw ∈ L}.
3) ÊÎÐ(L) = {w | ñóùåñòâóþò òàêèå ñëîâà x, y ∈ Σ∗, ÷òî xwy ∈ L}.

Çàäà÷à 5.7. Ïóñòü L � àâòîìàòíûé ÿçûê â àëôàâèòå Σ = {a1, . . . , am}, à L1, . . . , Lm
� ýòî àâòîìàòíûå ÿçûêè â àëôàâèòå ∆. Äîêàçàòü, ÷òî àâòîìàòíûì ÿâëÿåòñÿ è
ÿçûê ÇÀÌ(L), ïîëó÷åííûé èç ñëîâ L çàìåíîé êàæäîé áóêâû ai íà íåêîòîðîå ñëîâî
èç Li, ò.å.
ÇÀÌ(L) = {w | ñóùåñòâóåò òàêîå ñëîâî u = ai1ai2 . . . ain ∈ L è òàêèå ñëîâà w1, w2, . . . , wn ∈
∆∗, ÷òî w = w1w2 . . . wn è wj ∈ Lij äëÿ âñåõ j = 1, 2, . . . n}.

Çàäà÷à 5.8. Ïóñòü L � àâòîìàòíûé ÿçûê â àëôàâèòå Σ, k � öåëîå ïîëîæèòåëü-
íîå ÷èñëî è φ � îòîáðàæåíèå Σk â Σ. Äîêàçàòü, ÷òî àâòîìàòíûì ÿâëÿåòñÿ ÿçûê
L1 = {φ(a1a2 . . . ak) . . . φ(a(n−1)k+1a(n−1)k+2 . . . ank) | a1a2 . . . ank ∈ L}.

6 Òåîðåìà î ðàçðàñòàíèè àâòîìàòíûõ ÿçûêîâ. Íåàâ-
òîìàòíûå ÿçûêè

Äî ñèõ ïîð ìû âñòðå÷àëèñü ëèøü ñ àâòîìàòíûìè ÿçûêàìè è íàêîïèëè äîñòàòî÷íî
ìíîãî ñðåäñòâ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî íåêîòîðûé ÿçûê ÿâëÿåòñÿ àâòîìàòíûì.
Äëÿ ýòîãî, íàïðèìåð, äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü äëÿ íåãî ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå èëè
ïîëó÷èòü åãî ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ ðàññìîòðåííûõ âûøå îïåðàöèé èç çàâåäîìî àâ-
òîìàòíûõ ÿçûêîâ. Â ýòîì ðàçäåëå ìû óñòàíîâèì íåêîòîðîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå, êî-
òîðîìó óäîâëåòâîðÿþò âñå àâòîìàòíûå ÿçûêè. Ïîñëå ýòîãî, ïðîâåðèâ, ÷òî íåêîòîðûé
ÿçûê ýòîìó óñëîâèþ íå óäîâëåòâîðÿåò, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî îí íå àâòîìàòíûé.

Òåîðåìà 6.1. (î ðàçðàñòàíèè àâòîìàòíûõ ÿçûêîâ)
Ïóñòü L � áåñêîíå÷íûé àâòîìàòíûé ÿçûê. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà
n, ÷òî ëþáîå ñëîâî w ∈ L äëèíû |w| > n ìîæíî ðàçáèòü íà òðè ÷àñòè x, y è z òàê,
÷òî w = xyz è
1) |xy| ≤ n;
2) |y| > 0;
3) äëÿ ëþáîãî m ≥ 0 ñëîâî wm = xymz ïðèíàäëåæèò ÿçûêó L.
(Çäåñü y0 = ε, y1 = y, yi+1 = yiy).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ÿçûê L àâòîìàòíûé, òî ñóùåñòâóåò ÄÊÀA =< Σ, Q, q0, F,Φ >,
ðàñïîçíàþùèé L. Ïóñòü |Q| = n è ñëîâî w = w1w2 . . . wk ∈ L èìååò äëèíó k > n.
Ðàññìîòðèì ïóòü p = (q0 = qi0 , qi1 , . . . , qik) â äèàãðàììå A, êîòîðûé íåñåò ñëîâî w.
Î÷åâèäíî, ÷òî ñðåäè ïåðâûõ (n+ 1) ñîñòîÿíèé ýòîãî ïóòè õîòÿ áû îäíî âñòðå÷àåòñÿ
äâàæäû. Âûáåðåì ïåðâîå èç òàêèõ ñîñòîÿíèé q ∈ Q. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîé ïàðû ÷è-
ñåë l < j ≤ n èìååì qil = qij = q. Ïóñòü x = w1w2 . . . wl � ýòî ïðåôèêñ w, êîòîðûé
ïåðåâîäèò q0 â qil = q, y = wi+1 . . . wj � ýòî ïîäñëîâî w, êîòîðîå ïåðåâîäèò qil = q â
qij = q, è z = wj+1 . . . wk � ýòî ñóôôèêñ w, êîòîðûé ïåðåâîäèò qij = q â qik ∈ F . x è
z ìîãóò áûòü ïóñòû, íî |y| = j − l ≥ 1. Äëèíà |xy| = j ≤ n. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ
(1) è (2) òåîðåìû âûïîëíåíû. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ è â âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (3). Äåé-
ñòâèòåëüíî, âûáðîñèâ èç ïóòè p öèêë qil = q, . . . , qij , ïîëó÷èì ïóòü p0 èç q0 â qik ∈ F ,
êîòîðûé íåñåò ñëîâî xz, à ïîâòîðèâ ýòîò öèêë m ðàç, ïîëó÷èì ïóòü p0 èç q0 â qik ∈ F ,
êîòîðûé íåñåò ñëîâî xymz. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî m ≥ 0 wm = xymz ∈ L. 2

Ñîäåðæàòåëüíî, ýòà òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî ó âñÿêîãî äîñòàòî÷íî äëèííîãî ñëî-
âà èç àâòîìàòíîãî ÿçûêà èìååòñÿ íåïóñòîå ïîäñëîâî, êîòîðîå ìîæíî âûðåçàòü èëè
ïîâòîðèòü ñêîëüêî óãîäíî ðàç, îñòàâàÿñü âíóòðè ÿçûêà. Êàê, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 6.1
íà ñòð. 31, äîêàçàòü, ÷òî íåêîòîðûé ÿçûê L íå ÿâëÿåòñÿ àâòîìàòíûì? Ýòî ìîæíî
ñäåëàòü, èñïîëüçóÿ ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà �îò ïðîòèâíîãî�:
1) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L àâòîìàòíûé ÿçûê. Òîãäà äëÿ íåãî èìååòñÿ êîíñòàíòà n èç
óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 6.1 íà ñòð. 31.
2) Îïðåäåëèì ïî n íåêîòðîå �ñïåöèàëüíîå� ñëîâî w èç L äëèíû > n è äîêàæåì, ÷òî
äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ w = xyz, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì (1) è (2) òåîðåìû, íàé-
äåòñÿ òàêîå k ≥ 0, ÷òî ñëîâî wk = xykz íå ïðèíàäëåæèò L.
3) Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííîãî ïðîòèâîðå÷èÿ äåëàåì âûâîä, ÷òî L íå àâòîìàòíûé ÿçûê.

Ðàçóìååòñÿ, â ýòîé ñõåìå ñàìûì ñëîæíûì ÿâëÿåòñÿ âûáîð �ñïåöèàëüíîãî� ñëîâà
w â ïóíêòå (2). ×òî êàñàåòñÿ, ïîäáîðà òàêîãî k ≥ 0, äëÿ êîòîðîãî wk /∈ L, òî, êàê
ïðàâèëî, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü k = 0 èëè k = 2.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû î ðàçðàñòàíèè.

Ïðèìåð 6.1. Ïîêàæåì, ÷òî ÿçûê L1 = {w = 0i1i | i ≥ 1} íå ÿâëÿåòñÿ àâòîìàò-
íûì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îí àâòîìàòíûé. Òîãäà äëÿ íåãî èìååòñÿ n èç óòâåðæäåíèÿ
òåîðåìû 6.1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå (�ñïåöèàëüíîå� !) ñëîâî w = 0n1n. Î÷åâèäíî,
÷òî w ∈ L1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå w = xyz, óäîâëåòâîðÿþùåãî
óñëîâèÿì (1) è (2) òåîðåìû. Òàê êàê ïî óñëîâèþ (2) |xy| ≤ n, òî y = 0i äëÿ íåêîòîðîãî
i > 0. Íî òîãäà ñëîâî w0 = xz = 0n−i1n /∈ L1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (3) òåîðåìû.
Ñëåäîâàòåëüíî ÿçûê L1 íå àâòîìàòíûé.

Ïðèìåð 6.2. Ïîêàæåì, ÷òî ÿçûê ÑÊÎÁ ïðàâèëüíûõ ñêîáî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé â àëôàâèòå {(, )} íå ÿâëÿåòñÿ àâòîìàòíûì.
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Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òà æå. Â êà÷åñòâå ñïåöèàëüíîãî ñëîâà âûáåðåì ñëîâî w =
(n)n, îíî, î÷åâèäíî, ïðèíàäëåæèò ÑÊÎÁ. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ w = xyz
òàêîãî, ÷òî |xy| ≤ n ñëîâî y = (i äëÿ íåêîòîðîãî i > 0. È, êàê è â ïðåäûäóùåì
ïðèìåðå, ñëîâî w0 = xz = (n−i)n /∈ ÑÊÎÁ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (3) òåîðåìû.
Ñëåäîâàòåëüíî, ÿçûê ÑÊÎÁ íå àâòîìàòíûé.

Ïðèìåð 6.3. Ïîêàæåì, ÷òî ÿçûê L2 = {w = 0i1j | i ≤ 2j + 1} íå ÿâëÿåòñÿ àâòî-
ìàòíûì.

Çäåñü, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî L2 àâòîìàòíûé ÿçûê è çàôèêñèðîâàâ êîíñòàíòó n èç
òåîðåìû 6.1, ðàññìîòðèì ñëîâî w = 02n+11n ∈ L2. Äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ w = xyz
òàêîãî, ÷òî |xy| ≤ n ñëîâî y = 0i äëÿ íåêîòîðîãî i > 0. Ðàññìîòðèì ñëîâî w2 = xy2z =
02n+1+i1n. Íî 2n + 1 + i ≥ 2n + 2 6≤ 2n + 1. Ñëåäîâàòåëüíî, w2 /∈ L2 è ÿçûê L2 íå
ÿâëÿåòñÿ àâòîìàòíûì.

Ïðèìåð 6.4. Ðàññìîòðèì ÿçûê �êâàäðàòîâ� â óíàðíîì àëôàâèòå {|}:
L3 = {|i2 | i ≥ 0} .

Çäåñü, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî L3 àâòîìàòíûé ÿçûê è çàôèêñèðîâàâ êîíñòàíòó n èç
òåîðåìû 6.1, ðàññìîòðèì ñëîâî w = |n2 . Äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ w = xyz òàêîãî,
÷òî |xy| ≤ n ñëîâî y = |i äëÿ íåêîòîðîãî 0 < i ≤ n. Òîãäà w0 = xz = |n2−i. Íî
n2 − i ≥ n2 − n > n2 − 2n + 1 = (n − 1)2. Ñëåäîâàòåëüíî, n2 − i íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì
êâàäðàòîì è w0 /∈ L3, ò.å. ÿçûê �êâàäðàòîâ� L3 íå ÿâëÿåòñÿ àâòîìàòíûì.

Ïðèìåð 6.5. Ðàññìîòðèì ÿçûê �ïðîñòûõ ÷èñåë� â óíàðíîì àëôàâèòå {|}:
Lpr = {|p | p− ïðîñòîå ÷èñëî } .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Lpr � àâòîìàòíûé ÿçûê è çàôèêñèðóåì äëÿ íåãî êîíñòàíòó
n èç òåîðåìû 6.1. Âûáåðåì ïðîñòîå ÷èñëî p > n è ðàññìîòðèì ñëîâî w = |p. Ïóñòü
w = xyz � ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå w òàêîå, ÷òî |xy| ≤ n. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî
0 < i ≤ n ñëîâî y = |i è xz = |p−i. Ïîëîæèì k = p− i è ðàññìîòðèì ñëîâî wk = xykz.
Åãî äëèíà p′ ðàâíà |x| + k|y| + |z| = (p − i)(i + 1). Òàê êàê 1 ≤ i < n + 1 ≤ p, òî p′
� ñîñòàâíîå ÷èñëî è wk /∈ Lpr. Ñëåäîâàòåëüíî, Lpr � íå àâòîìàòíûé ÿçûê. Çàìåòèì,
÷òî â ýòîì ïðèìåðå k âûáèðàåòñÿ äëÿ êàæäîãî n ïî-ñâîåìó.

Åùå îäèí ïðèåì äîêàçàòåëüñòâà íåàâòîìàòíîñòè ÿçûêà L ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
âìåñòî L ðàññìîòðåòü íåêîòîðûé ÿçûê L′ = op(L,L1, . . . , Lk), ïîëó÷åííûé èç L è
àâòîìàòíûõ ÿçûêîâ L1, . . . , Lk ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé op, ñîõðàíÿþùèõ àâòîìàòíîñòü.
Åñëè äîêàçàòü, ÷òî L′ íå ÿâëÿåòñÿ àâòîìàòíûì, òî è èñõîäíûé ÿçûê L íå àâòîìàòåí.

Ïðèìåð 6.6. Ðàññìîòðèì ÿçûê L4 = {0i1j | i 6= j}.
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Ïóñòü L5 = {0i1j | i ≥ 1, j ≥ 1}. Î÷åâèäíî, ÷òî ÿçûê L5 àâòîìàòíûé. Íåòðóäíî
çàìåòèòü, ÷òî åãî ïåðåñå÷åíèå ñ äîïîëíåíèåì L4 ñîâïàäàåò ñ ÿçûêîì L1 èç ïðèìåðà
6.1, ò.å. L1 = L5 ∩ L4. Òàê êàê ìû óñòàíîâèëè, ÷òî L1 íå àâòîìàòíûé, òî è L4 íå
ÿâëÿåòñÿ àâòîìàòíûì.

ßâëÿþòñÿ ëè óñëîâèÿ òåîðåìû 6.1 äîñòàòî÷íûìè äëÿ òîãî, ÷òîáû ÿçûê îêàçàëñÿ
àâòîìàòíûì? Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî îòâåò íà ýòîò âîïðîñ îòðèöàòåëåí.

Ïðèìåð 6.7. Ïóñòü L6 = {craibi| r ≥ 1, i ≥ 0}, L7 = {aibj | i ≥ 0, j ≥ 0}. Ðàññìîò-
ðèì ÿçûê L8 = L6 ∪ L7.

Äëÿ ýòîãî ÿçûêà ìîæíî â êà÷åñòâå n âûáðàòü 1. Êàæäîå ñëîâî w èç L8 ïðèíàä-
ëåæèò L6 èëè L7. Åñëè ñëîâî w = craibi ∈ L6, òî îíî ïðåäñòàâèìî â âèäå xyz, ãäå
x = ε, y = c, z = cr−1aibi (r ≥ 1, i ≥ 0). Òîãäà w0 = z = cr−1aibi (r ≥ 1, i ≥ 1) è
ïðè r = 1 ñëîâî w0 = aibi ∈ L7, à ïðè r > 1, î÷åâèäíî, w0 ∈ L6. Ïðè k ≥ 1 èìååì
wk = cr+k−1aibi ∈ L6. Åñëè ñëîâî w = aibj ∈ L7 è i ≥ 1, òî åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü
êàê â âèäå xyz, ãäå x = ε, y = a, z = ai−1bj (i ≥ 1, j ≥ 0) è äëÿ êàæäîãî k ≥ 0
wk = akai−1bj ∈ L7. Åñëè æå i = 0, òî w = bj(j ≥ 1) è åãî ìîæíî ðàçáèòü íà ÷àñòè
x = ε, y = b, z = bj−1 (j ≥ 1). È â ýòîì ñëó÷àå äëÿ êàæäîãî k ≥ 0 wk = bkbj−1 ∈ L7.
Âî âñåõ ñëó÷àÿõ wk ∈ L8 è, ñëåäîâàòåëüíî ÿçûê L8 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû
6.1. Íî ýòîò ÿçûê íå àâòîìàòíûé. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü φ : {a, b, c}∗ → {0, 1}∗ � ýòî
ãîìîðôèçì, çàäàííûé êàê φ(a) = 0, φ(b) = 1, φ(c) = ε. Òîãäà φ(L8 \ L7) = φ(L6) = L1

èç ïðèìåðà 6.1. Òàê êàê ÿçûê L7 ÿâëÿåòñÿ àâòîìàòíûì, à L1 � íåò, òî è ÿçûê L8 íå
ÿâëÿåòñÿ àâòîìàòíûì.

6.1 Çàäà÷è
Çàäà÷à 6.1. Äîêàæèòå, ÷òî òåîðåìà 6.1 î ðàçðàñòàíèè îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé è
ïðè çàìåíå óñëîâèÿ 1) |xy| ≤ n íà óñëîâèå 1′) |yz| ≤ n, ò.å. ïîâòîðÿþùååñÿ ïîäñëîâî
y èìååòñÿ è â ñóôôèêñå w äëèíû ≤ n.

Çàäà÷à 6.2. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå ÿçûêè â àëôàâèòå Σ = {a, b, c} íå ÿâëÿþòñÿ
àâòîìàòíûìè.
à) Ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ, â êîòîðûõ áóêâ a íà 3 áîëüøå, ÷åì áóêâ b.
á) L = {ancbm | m > 3n}.
â) L = {wcw−1 | w = a2bna äëÿ íåêîòîðîãî n > 0}.
ã) L = {w | |w| = 2n äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî ÷èñëà n}.
ä) L = {wc|w| | w ∈ {a, b}∗, |w| − äëèíà ñëîâà w}.
Çàäà÷à 6.3. λ-âûðàæåíèå � ýòî ëèáî ïåðåìåííàÿ x, èëè ñèìâîë λ, çà êîòîðûì ñëå-
äóåò ïåðåìåííàÿ, à äàëåå ëèáî λ-âûðàæåíèå, ëèáî ëåâàÿ ñêîáêà, λ-âûðàæåíèå, åùå
îäíî λ-âûðàæåíèå è ïðàâàÿ ñêîáêà. Íàïðèìåð, λxx, λx(xx), λxλx(λx(xx)λx(xx)) �
ýòî ïðàâèëüíûå λ-âûðàæåíèÿ, à (xx), λx(λx) è λx((xx) � íåïðàâèëüíûå.
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Äîêàæèòå, ÷òî ÿçûê λ-âûðàæåíèé â àëôàâèòå {x, λ, (, )} íå ÿâëÿåòñÿ àâòîìàò-
íûì.

Çàäà÷à 6.4. Âûøå â çàäà÷å 2.3 íà ñòð. 10 ñòðîèëñÿ àâòîìàò-ðàñïîçíàâàòåëü, êî-
òîðûé ïðîâåðÿë ïðàâèëüíîñòü ñëîæåíèÿ äâîè÷íûõ ÷èñåë. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ îïå-
ðàöèè óìíîæåíèÿ äâîè÷íûõ ÷èñåë òàêîãî àâòîìàòà íå ñóùåñòâóåò, ò.å. ÷òî ÿçûê
â àëôàâèòå òðîåê áèòîâ
U = {(x1(1), x2(1), y(1))(x1(2), x2(2), y(2)) . . . (x1(n), x2(n), y(n)) | y = y(n) . . . y(2)y(1)
� ýòî ïåðâûå n áèòîâ ïðîèçâåäåíèÿ äâîè÷íûõ ÷èñåë x1 = x1(n) . . . x1(2)x1(1) è
x2 = x2(n) . . . x2(2)x2(1)}
íå ÿâëÿåòñÿ àâòîìàòíûì.

Çàäà÷à 6.5. Äîêàçàòü, ÷òî ÿçûê L = {w | ÷èñëî áóêâ a â w 6= ÷èñëî áóêâ b â w}
â àëôàâèòå Σ = {a, b} íå ÿâëÿåòñÿ àâòîìàòíûì.


