
ÃÐÀÔÛ

(Ëåêöèè ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå)

Ì.È. Äåõòÿðü

1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Ìû ÷àñòî ñòàëêèâàåìñÿ ñ çàäà÷àìè, â óñëîâèÿõ êîòîðûõ çàäàíû íåêîòîðûå îáúåêòû è ìåæ-
äó íåêîòîðûìè èõ ïàðàìè èìåþòñÿ îïðåäåëåííûå ñâÿçè. Åñëè îáúåêòû èçîáðàçèòü òî÷êàìè
(âåðøèíàìè), à ñâÿçè � ëèíèÿìè (ðåáðàìè), ñîåäèíÿþùèìè ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðû òî÷åê, òî
ïîëó÷èòñÿ ðèñóíîê, íàçûâàåìûé ãðàôîì. Èñòîðèþ òåîðèè ãðàôîâ ïðèíÿòî èñ÷èñëÿòü ñ 1736
ã., êîãäà Ýéëåð èññëåäîâàë �çàäà÷ó î êåíèãñáåðñêèõ ìîñòàõ�: ïîñòðîèòü â ãðàôå öèêëè÷åñêèé
ïóòü, ïðîõîäÿùèé ïî îäíîìó ðàçó ÷åðåç êàæäîå ðåáðî. Â ñåðåäèíå 19-ãî âåêà Ãàìèëüòîí çàèíòå-
ðåñîâàëñÿ çàäà÷åé ïîñòðîåíèÿ öèêëè÷åñêîãî ïóòè, ïðîõîäÿùåãî ïî îäíîìó ðàçó ÷åðåç êàæäóþ
âåðøèíó ãðàôà1. Ê òîìó æå âðåìåíè îòíîñèòñÿ èñïîëüçîâàíèå ãðàôîâ äëÿ àíàëèçà ýëåêòðè÷å-
ñêèõ öåïåé ( Êèðõãîô ) è õèìè÷åñêèõ ìîëåêóë (Êýëè). Ðàçâèòèå ñîâðåìåííîé òåîðèè ãðàôîâ
îòíîñèòñÿ ê 30-ì ãîäàì 20-ãî ñòîëåòèÿ. Îíè íàøëè ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ â ýëåêòðîòåõ-
íèêå, ýëåêòðîíèêå, áèîëîãèè, ýêîíîìèêå, ïðîãðàììèðîâàíèè è â äðóãèõ îáëàñòÿõ. Â ýòîé ãëàâå
ìû ðàññìîòðèì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ãðàôîâ è íåñêîëüêî øèðîêî èñïîëüçóåìûõ â ðàçëè÷-
íûõ ïðèëîæåíèÿõ òèïîâûõ çàäà÷ òàêèõ, êàê ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôîâ, îòíîøåíèå äîñòèæèìîñòè
è òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå ãðàôà, êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà,
äåðåâüÿ è èõ îáõîäû, ìèíèìàëüíûå îñòîâíûå äåðåâüÿ, ïîèñê â ãëóáèíó è çàäà÷à î êðàò÷àéøèõ
ïóòÿõ. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî àëãîðèòìè÷åñêèì ïðîöåäóðàì, ðåøàþùèì óêàçàííûå çàäà-
÷è.2 Íåêîòîðûé äîïîëíèòåëüíûé ìàòåðèàë ïîìåùåí â êîíöå ýòîé ãëàâû â ðàçäåëå �Çàäà÷è�.
Â ïîñëåäóþùèõ äâóõ ãëàâàõ áóäóò ïðèâåäåíû ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ãðàôîâ äëÿ ðåàëèçàöèè
áóëåâûõ ôóíêöèé è äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ.

Ïðèâåäåì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô � ýòî ïàðà (V,E), ãäå V � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
âåðøèí (óçëîâ, òî÷åê) ãðàôà, à E � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ïàð âåðøèí, ò.å. ïîäìíîæåñòâî
ìíîæåñòâà V ×V èëè áèíàðíîå îòíîøåíèå íà V . Ýëåìåíòû E íàçûâàþò ðåáðàìè (äóãàìè,
ñòðåëêàìè, ñâÿçÿìè). Äëÿ ðåáðà e = (u, v) ∈ E âåðøèíà u íàçûâàåòñÿ íà÷àëîì e, à âåðøèíà
v � êîíöîì e, ãîâîðÿò, ÷òî ðåáðî e âåäåò èç u â v.

Íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V,E) � ýòî îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ó êîòîðîãî äëÿ
êàæäîãî ðåáðà (u, v) ∈ E èìååòñÿ ïðîòèâîïîëîæíîå ðåáðî (v, u) ∈ E, ò.å. îòíîøåíèå E ñèì-
ìåòðè÷íî. Òàêàÿ ïàðà (u, v), (v, u) íàçûâàåòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûì ðåáðîì. Äëÿ åãî çàäàíèÿ
ìîæíî èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå äëÿ ìíîæåñòâà êîíöîâ: {u, v}, íî ÷àùå èñïîëüçóåòñÿ óêà-
çàíèå îäíîé èç ïàð â êðóãëûõ ñêîáêàõ. Åñëè e = (u, v) ∈ E, òî âåðøèíû u è v íàçûâàþòñÿ
ñìåæíûìè â G, à ðåáðî e è ýòè âåðøèíû íàçûâàþòñÿ èíöèäåíòíûìè.. Ñòåïåíüþ âåðøèíû
â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ñìåæíûõ ñ íåé âåðøèí. Âåðøèíà ñòåïåíè 0
íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé.
Â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ïîëóñòåïåíü èñõîäà âåðøèíû � ýòî ÷èñëî èñõîäÿùèõ èç íåå ðåáåð,
à ïîëóñòåïåíü çàõîäà � ýòî ÷èñëî âõîäÿùèõ â äàííóþ âåðøèíó ðåáåð.

Çàìåòèì, ÷òî â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ìîæåò áûòü ðåáðî âèäà (u, u), íàçûâàåìîå ïåòëåé,
à â íåîðèåíòèðîâàííîì ïåòåëü íå áûâàåò.

Ïðèìåð 1. Íà ðèñ.1 ïðèâåäåíû ïðèìåðû îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G1 = (V1, E1) è íåîðèåí-
òèðîâàííîãî ãðàôà G2 = (V2, E2). Çäåñü V1 = {a, b, c, d}, E1 = {(a, b), (a, c), (b, b), (b, d), (d, a)},

1Èíòåðåñíî, ÷òî íåñìîòðÿ íà âíåøíþþ ïîõîæåñòü çàäà÷à Ýéëåðà èìååò ïðîñòîå ýôôåêòèâíîå ðåøåíèå (ñì.
çàäà÷ó 12), à çàäà÷à Ãàìèëüòîíà â îáùåì ñëó÷àå ýôôåêòèâíî íå ðåøàåòñÿ.

2Â êà÷åñòâå ïîñîáèÿ ïî òåîðèè ãðàôîâ, ñîäåðæàùåãî ÷àñòü ìàòåðèàëà ýòîé ãëàâû è íåêîòîðûå äîïîëíèòåëü-
íûå ñâåäåíèÿ, ìîæíî èñïîëüçîâàòü áðîøþðó Ì.À. Òàéöëèíà �Ãðàôû�, èçäàííóþ â 2000ã. â ÒâÃÓ.
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V2 = {a, b, c, d}, E2 = {(a, b), (a, c), (a, d), (b, d)}. Â ãðàôå G1 ðåáðî (b, b) ÿâëÿåòñÿ ïåòëåé, ïîëó-
ñòåïåíü èñõîäà âåðøèíû a ðàâíà 2, à ïîëóñòåïåíü çàõîäà äëÿ íåå ðàâíà 1. Â ãðàôå G2 ñòåïåíü
âåðøèíû a ðàâíà 3, âåðøèí b è d � 2, âåðøèíû c � 1, à âåðøèíû e � 0, ò.å. âåðøèíà e
ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé,
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Ðèñ. 1: Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G1 è íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G2

Âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ ñ âåðøèíàìè è ðåáðàìè ãðàôîâ ñâÿçûâàåòñÿ íåêîòîðàÿ äîïîëíè-
òåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ. Îáû÷íî îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé ðàçìåòêè âåðøèí è
ðåáåð.

Îïðåäåëåíèå 2. Ðàçìå÷åííûé ãðàô � ýòî îðèåíòèðîâàííûé èëè íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô
G = (V,E), ñíàáæåííûé îäíîé èëè äâóìÿ ôóíêöèÿìè ðàçìåòêè âèäà: l : V → M è c : E → L,
ãäå M è L � ìíîæåñòâà ìåòîê âåðøèí è ðåáåð, ñîîòâåòñòâåííî.

Óïîðÿäî÷åííûé ãðàô � ýòî ðàçìå÷åííûé ãðàô G = (V,E), â êîòîðîì ðåáðà, âûõîäÿ-
ùèå èç êàæäîé âåðøèíû v ∈ V , óïîðÿäî÷åíû, ò.å. ïîìå÷åíû íîìåðàìè 1, . . . , kv, ãäå kv �
ïîëóñòåïåíü èñõîäà v, ò.å. kv = |{w | (v, w) ∈ E}|.

Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà ìåòîê ðåáåð L ÷àñòî âûñòóïàþò ÷èñëà, çàäàþùèå �âåñà�, �äëèíû�,
�ñòîèìîñòè� ðåáåð. Ãðàôû ñ òàêîé ðàçìåòêîé ÷àñòî íàçûâàþò âçâåøåííûìè.

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ åñòåñòâåííî íå ðàçëè÷àòü ãðàôû, îòëè÷àþùèåñÿ ëèøü èìåíàìè (ïîðÿä-
êîì) âåðøèí.

Îïðåäåëåíèå 3. Èçîìîðôèçì ãðàôîâ. Äâà ãðàôà G1 = (V1, E1) è G2 = (V2, E2) íàçûâà-
þòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ìåæäó èõ âåðøèíàìè ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-
ñòâèå ϕ : V1 → V2 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû âåðøèí u, v èç V1 ðåáðî (u, v) ∈ E1 ⇔ ðåáðî
(ϕ(u), ϕ(v)) ∈ E2.

Äëÿ èçîìîðôèçìà ðàçìå÷åííûõ ãðàôîâ òðåáóåòñÿ òàêæå ñîâïàäåíèå ìåòîê ñîîòâåòñòâó-
þùèõ âåðøèí : l1(v) = l2(ϕ(v) è/èëè ðåáåð: c1((u, v)) = c2((ϕ(u), ϕ(v))).

Ìíîãèå ïðèëîæåíèÿ ãðàôîâ ñâÿçàíû ñ èçó÷åíèåì ïóòåé ìåæäó èõ âåðøèíàìè.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóòü â îðèåíòèðîâàííîì èëè íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå � ýòî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ðåáåð âèäà (v1, v2), (v2, v3), . . . , (vn−1, vn). Ýòîò ïóòü âåäåò èç íà÷àëüíîé âåðøèíû
v1 â êîíå÷íóþ âåðøèíó vn è èìååò äëèíó n−1. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî vn äîñòè-
æèìà èç v1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà äîñòèæèìà ñàìà èç ñåáÿ ïóòåì äëèíû
0. Ïóòü ìîæíî òàêæå îïðåäåëÿòü, êàê ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí:
(v1, v2, v3, . . . , vn−1, vn), ãäå (vi, vi+1) ∈ E ïðè i = 1, 2, . . . , n− 1.

Ïóòü íàçûâåòñÿ ïðîñòûì, åñëè âñå ðåáðà è âñå âåðøèíû íà íåì, êðîìå, áûòü ìîæåò,
ïåðâîé è ïîñëåäíåé, ðàçëè÷íû.

Öèêëîì â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå íàçûâàåòñÿ ïóòü, â êîòîðîì íà÷àëüíàÿ âåðøèíà ñîâ-
ïàäàåò ñ êîíå÷íîé è êîòîðûé ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíî ðåáðî. Öèêë (v1, v2, . . . , vn−1, vn = v1)
íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè â íåì íåò îäèíàêîâûõ âåðøèí, êðîìå ïåðâîé è ïîñëåäíåé, ò.å.
åñëè âñå âåðøèíû v2, . . . , vn−1 ðàçëè÷íû.

Â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ïóòü (v1, v2, . . . , vn−1, vn = v1) íàçûâàåòñÿ öèêëîì, åñëè n ≥
4 è âñå ðåáðà (vi, vi+1) ðàçëè÷íû.

Èç ïîñëåäíåãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëèíà öèêëà â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå íå ìåíüøå
3. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé.

Ëåììà 1. Åñëè â ãðàôå G (îðèåíòèðîâàííîì èëè íåîðèåíòèðîâàííîì) èìååòñÿ ïóòü èç u â
v, òî â íåì èìååòñÿ è ïðîñòîé ïóòü èç u â v.
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Íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ëþáàÿ ïàðà âåðøèí â íåì ñîåäèíåíà
ïóòåì. Ïðè âûïîëíåíèè òàêîãî æå óñëîâèÿ îðèåíòèðîâàííûé ãðàô íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì.

2 Ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôîâ

Èç îïðåäåëåíèÿ ãðàôà ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé ãðàô G = (V,E) ìîæíî çàäàòü, íåïîñðåäñòâåííî ïå-
ðå÷èñëèâ åãî ìíîæåñòâî âåðøèí V è ìíîæåñòâî ðåáåð E. Îäíàêî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íåóäîáíî
äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ çàäà÷ î ãðàôàõ. Íàïðèìåð, ÷òîáû ïðîâåðèòü íàëè÷èå ðåáðà ìåæäó äâóìÿ
âåðøèíàìè, ïðèäåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîñìîòðåòü âñå ìíîæåñòâî E. Õîðîøåå ïðåäñòàâëåíèå,
ïî êðàéíåé ìåðå, äîëæíî ïîçâîëèòü ëåãêî ïåðåõîäèòü îò âåðøèíû ê åå ñîñåäó è ïåðå÷èñëÿòü
âñåõ åå ñîñåäåé.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì òðè ðàçíûõ ñïîñîáà ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôîâ, êîòîðûå áîëåå
ýôôåêòèâíû ïðè ðåøåíèè òèïè÷íûõ äëÿ òåîðèè ãðàôîâ çàäà÷.

2.1 Ìàòðèöà (òàáëèöà) ñìåæíîñòè

Îïðåäåëåíèå 5. Ìàòðèöåé ñìåæíîñòè îðèåíòèðîâàííîãî (èëè íåîðèåíòèðîâàííîãî) ãðàôà
G = (V,E) ñ n âåðøèíàìè V = {v1, . . . , vn} íàçûâàåòñÿ áóëåâà ìàòðèöà AG ðàçìåðà n × n ñ
ýëåìåíòàìè

aij =
{

1, åñëè (vi, vj) ∈ E
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò ëåãêî ïðîâåðÿòü íàëè÷èå ðåáåð ìåæäó çàäàííûìè ïàðàìè âåð-
øèí. Äëÿ ïîèñêà âñåõ ñîñåäåé, â êîòîðûå âåäóò ðåáðà èç âåðøèíû vi, íåîáõîäèìî ïðîñìîòðåòü
ñîîòâåòñòâóþùóþ åé i-þ ñòðîêó ìàòðèöû AG, à ÷òîáû íàéòè âåðøèíû, èç êîòîðûõ ðåáðà èäóò
â vi, íåîáõîäèìî ïðîñìîòðåòü åå i-ûé ñòîëáåö. Òðåáóåìàÿ äëÿ AG ïàìÿòü � ïî ïîðÿäêó n2 áèòîâ
� íå ìîæåò áûòü óìåíüøåíà äëÿ ãðàôîâ, ó êîòîðûõ �ìíîãî� ðåáåð. Íî äëÿ ðàçðåæåííûõ ãðàôîâ
ñ ÷èñëîì ðåáåð ñóùåñòâåííî ìåíüøèì ïî ïîðÿäêó n2 â ìàòðèöå ñìåæíîñòè ìíîãî �íåíóæíûõ�
íóëåé. Äëÿ òàêèõ ãðàôîâ áîëåå ýôôåêòèâíûìè ìîãóò îêàçàòüñÿ äðóãèå ïðåäñòàâëåíèÿ.

2.2 Ìàòðèöà (òàáëèöà) èíöèäåíòíîñòè

Îïðåäåëåíèå 6. Ìàòðèöåé èíöèäåíòíîñòè îðèåíòèðîâàííîãî (èëè íåîðèåíòèðîâàííîãî)
ãðàôà G = (V,E) ñ n âåðøèíàìè V = {v1, . . . , vn} è m ðåáðàìè E = {e1, . . . , em} íàçûâàåòñÿ
ìàòðèöà BG ðàçìåðà n×m ñ ýëåìåíòàìè

bij =


1, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî k ðåáðî ej = (vi, vk),

−1, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî k ðåáðî ej = (vk, vi),
2 åñëè ðåáðî ej = (vi, vi),
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

Òàêèì îáðàçîì, â ìàòðèöå èíöèäåíòíîñòè BG ëþáîìó ðåáðó ej = (vi, vk) ñîîòâåòñòâóåò j-
ûé ñòîëáåö, â êîòîðîì â i-îé ñòðîêå ñòîèò 1, à â k-îé � -1. Ðåáðà-ïåòëè âûäåëÿþòñÿ ÷èñëîì
2. Äëÿ ïðîâåðêè íàëè÷èÿ ðåáðà ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè vi è vk òðåáóåòñÿ ïðîñìîòðåòü i-þ
è k-óþ ñòðîêè BG, ïîèñê âñåõ ñîñåäåé âåðøèíû òðåáóåò ïðîñìîòðà ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðîêè.
Åñëè m >> n, òî ýòî òðåáóåò ñóùåñòâåííî áîëüøå âðåìåíè, ÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè ìàòðèöû
ñìåæíîñòè. Ïîýòîìó ïðè ïðàêòè÷åñêîì ðåøåíèè çàäà÷ íà ãðàôàõ ìàòðèöà èíöèäåíòíîñòè ïî-
÷òè íå èñïîëüçóåòñÿ.

2.3 Ñïèñêè ñìåæíîñòè

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü G = (V,E) � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, v � âåðøèíà èç V . Ñïèñîê
ñìåæíîñòè Lv äëÿ âåðøèíû v âêëþ÷àåò âñå ñìåæíûå ñ íåé âåðøèíû, ò.å.
Lv = w1, . . . , wk, ãäå {w1, . . . , wk} = {w | (v, w) ∈ E}.

Ïðåäñòàâëåíèå ãðàôà G = (V,E) c n âåðøèíàìè V = {v1, . . . , vn} ñ ïîìîùüþ ñïèñêîâ ñìåæ-
íîñòè ñîñòîèò èç ñïèñêîâ ñìåæíîñòè âñåõ âåðøèí: Lv1 , Lv2 , . . . , Lvn .
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Ðàçìåð ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñðàâíèì ñ ñóììîé ÷èñëà âåðøèí è ðåáåð ãðàôà. Îíî ïîçâî-
ëÿåò ëåãêî ïåðåõîäèòü ïî ðåáðàì îò âåðøèíû ê åå ñîñåäÿì. Â ïðîãðàììàõ ñïèñêè ñìåæíîñòè
ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñïèñêîâûìè ñòðóêòóðàìè, êîòîðûå ëåãêî ðåàëèçóþòñÿ âî âñåõ ÿçûêàõ ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ãðàô G = (V,E):
V = {v1, v2, v3, v4, v5, v6},
E = {e1 = (v1, v3), e2 = (v3, v2), e3 = (v4, v1), e4 = (v4, v5), e5 = (v5, v3), e6 = (v6, v5), e7 =
(v6, v6), e8 = (v2, v1)}. Îí ïîêàçàí íà ðèñ.2.

Ïîñòðîèì äëÿ íåãî îïðåäåëåííûå âûøå ïðåäñòàâëåíèÿ.
1) Ìàòðèöà ñìåæíîñòè.

AG =


0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 0 1

 .

2) Ìàòðèöà èíöèäåíòíîñòè.

BG =


0 0 −1 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 −1 0 0 0
1 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 −1 1 −1 0 0
0 0 0 0 0 1 2 0

 .

3) Ñïèñêè ñìåæíîñòè.
Lv1 : v3; Lv4 : v1, v5;
Lv2 : v1; Lv5 : v3, v6;
Lv3 : v2; Lv6 : v6.

3 Äîñòèæèìîñòü è ñâÿçíîñòü

Îäèí èç ïåðâûõ âîïðîñîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè èçó÷åíèè ãðàôîâ, ýòî âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè
ïóòåé ìåæäó çàäàííûìè èëè âñåìè ïàðàìè âåðøèí. Îòâåòîì íà ýòîò âîïðîñ ÿâëÿåòñÿ ââåäåííîå
âûøå îòíîøåíèå äîñòèæèìîñòè íà âåðøèíàõ ãðàôà G = (V,E): âåðøèíà w äîñòèæèìà èç
âåðøèíû v, åñëè v = w èëè â G åñòü ïóòü èç v â w. Èíà÷å ãîâîðÿ, îòíîøåíèå äîñòèæèìîñòè
ÿâëÿåòñÿ ðåôëåêñèâíûì è òðàíçèòèâíûì çàìûêàíèåì îòíîøåíèÿ E. Äëÿ íåîðèåíòèðîâàííûõ
ãðàôîâ ýòî îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñèììåòðè÷íûì è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì
ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå âåðøèí V . Â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè
ïî îòíîøåíèþ äîñòèæèìîñòè íàçûâàþòñÿ ñâÿçíûìè êîìïîíåíòàìè. Äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ
ãðàôîâ äîñòèæèìîñòü, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì îòíîøåíèåì. Ñèììåòðè÷íîé
ÿâëÿåòñÿ âçàèìíàÿ äîñòèæèìîñòü.

Îïðåäåëåíèå 8. Âåðøèíû v è w îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G = (V,E) íàçûâàþòñÿ âçàèìíî
äîñòèæèìûìè, åñëè â G åñòü ïóòü èç v â w è ïóòü èç w â v.

ßñíî, ÷òî îòíîøåíèå âçàèìíîé äîñòèæèìîñòè ÿâëÿåòñÿ ðåôëåêñèâíûì, ñèììåòðè÷íûì è
òðàíçèòèâíûì è, ñëåäîâàòåëüíî, ýêâèâàëåíòíîñòüþ íà íà ìíîæåñòâå âåðøèí ãðàôà. Êëàññû
ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ âçàèìíîé äîñòèæèìîñòè íàçûâàþòñÿ äâóñâÿçíûìè êîìïîíåí-
òàìè ãðàôà.

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå âîïðîñ î ïîñòðîåíèè îòíîøåíèÿ äîñòèæèìîñòè.

3.1 Ãðàô äîñòèæèìîñòè (òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ)

Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî ãðàôà åãî ãðàô äîñòèæèìîñòè, ðåáðà êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò ïóòÿì
èñõîäíîãî ãðàôà.
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Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü G = (V,E) � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Ãðàô äîñòèæèìîñòè G∗ =
(V,E∗) äëÿ G èìååò òî æå ìíîæåñòâî âåðøèí V è ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî ðåáåð E∗ =
{(u, v) | â ãðàôå G âåðøèíà v äîñòèæèìà èç âåðøèíû u}.

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì ãðàô G èç ïðèìåðà 2. Îí ïîêàçàí íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå:
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Ðèñ. 2: Ãðàô G

Òîãäà ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ãðàô äîñòèæèìîñòè G∗ äëÿ G âûãëÿäèò òàê (íîâûå ðåáðà-
ïåòëè ïðè êàæäîé èç âåðøèí 1-5 íå ïîêàçàíû):
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Ðèñ. 3: Ãðàô G∗

Êàêèì îáðàçîì ïî ãðàôó G ìîæíî ïîñòðîèòü ãðàô G∗? Îäèí ñïîñîá çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òîáû äëÿ êàæäîé âåðøèíû ãðàôà G îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî äîñòèæèìûõ èç íåå âåðøèí, ïî-
ñëåäîâàòåëüíî äîáàâëÿÿ â íåãî âåðøèíû, äîñòèæèìûå èç íåå ïóòÿìè äëèíû 0, 1, 2 è ò.ä.

Ìû ðàññìîòðèì äðóãîé ñïîñîá, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ìàòðèöû ñìåæíîñòè AG ãðà-
ôà G è áóëåâûõ îïåðàöèé. Ïóñòü ìíîæåñòâî âåðøèí V = {v1, . . . , vn}. Òîãäà ìàòðèöà AG � ýòî
áóëåâà ìàòðèöà ðàçìåðà n× n.

Íèæå äëÿ ñîõðàíåíèÿ ñõîäñòâà ñ îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè íàä ìàòðèöàìè ìû áóäåì èñïîëü-
çîâàòü �àðèôìåòè÷åñêèå� îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áóëåâûõ îïåðàöèé: ÷åðåç + áóäåì îáîçíà÷àòü äèçú-
þíêöèþ ∨, à ÷åðåç · � êîíúþíêöèþ ∧.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç En åäèíè÷íóþ ìàòðèöó ðàçìåðà n × n. Ïîëîæèì Ã = AG + En. Ïóñòü
Ã0 = En, Ã1 = Ã, . . . , Ãk+1 = Ãk · Ã. Íàøà ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ G∗ îñíîâàíà íà ñëåäóþùåì
óòâåðæäåíèè.

Ëåììà 2. Ïóñòü Ãk = (a(k)
ij ). Òîãäà

a
(k)
ij =

{
1, â ãðàôå G èç vi â vj èìååòñÿ ïóòü äëèíû ≤ k
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî k.
Áàçèñ. Ïðè k = 0 è k = 1 óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî ïî îïðåäåëåíèþ Ã0 è Ã1.

Èíäóêöèîííûé øàã. Ïóñòü ëåììà ñïðàâåäëèâà äëÿ k. Ïîêàæåì, ÷òî îíà îñòàåòñÿ ñïðàâåä-
ëèâîé è äëÿ k + 1. Ïî îïðåäåëåíèþ Ãk+1 èìååì:

a
(k+1)
ij = a

(k)
i1 a

(1)
1j + . . . + a

(k)
ir a

(1)
rj + . . . a

(k)
in a

(1)
nj .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ãðàôå G èç vi â vj èìååòñÿ ïóòü äëèíû ≤ k + 1. Ðàññìîòðèì êðàò÷àéøèé
èç òàêèõ ïóòåé. Åñëè åãî äëèíà ≤ k, òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè a

(k)
ij = 1. Êðîìå òîãî,

a
(1)
jj = 1. Ïîýòîìó a

(k)
ij a

(1)
jj = 1 è a

(k+1)
ij = 1. Åñëè äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè èç èç vi â vj ðàâíà

k + 1, òî ïóñòü vr � åãî ïðåäïîñëåäíÿÿ âåðøèíà. Òîãäà èç vi â vr èìååòñÿ ïóòü äëèíû k è ïî
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè a

(k)
ir = 1. Òàê êàê (vr, vj) ∈ E, òî a

(1)
rj = 1. Ïîýòîìó a

(k)
ir a

(1)
rj = 1 è

a
(k+1)
ij = 1.
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Îáðàòíî, åñëè a
(k+1)
ij = 1, òî õîòÿ áû äëÿ îäíîãî r ñëàãàåìîå a

(k)
ir a

(1)
rj â ñóììå ðàâíî 1. Åñëè

ýòî r = j, òî a
(k)
ij = 1 è ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ â G èìååòñÿ ïóòü èç vi â vj äëèíû

≤ k. Åñëè æå r 6= j, òî a
(k)
ir = 1 è a

(1)
rj = 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â G èìååòñÿ ïóòü èç vi â vr äëèíû

≤ k è ðåáðî (vr, vj) ∈ E. Îáúåäèíèâ èõ, ïîëó÷àåì ïóòü èç vi â vj äëèíû ≤ k + 1.
2

Èç ëåìì 1 è 2 íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì
Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü G = (V,E) � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ n âåðøèíàìè, à G∗ � åãî

ãðàô äîñòèæèìîñòè. Òîãäà AG∗ = Ãn−1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 5.1 ñëåäóåò, ÷òî, åñëè â G èìååòñÿ ïóòü èç u â v 6= u, òî â íåì

èìååòñÿ è ïðîñòîé ïóòü èç u â v äëèíû ≤ n− 1. À ïî ëåììå 5.2 âñå òàêèå ïóòè ïðåäñòàâëåíû â
ìàòðèöå Ãn−1.
2

Òàêèì îáðàçîì ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû ñìåæíîñòè AG∗ ãðàôà äîñòèæèìîñòè äëÿ G
ñâîäèòñÿ ê âîçâåäåíèþ ìàòðèöû Ã â ñòåïåíü n−1. Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé, ïîçâîëÿþùèõ
óïðîñòèòü ýòó ïðîöåäóðó.

1) Äëÿ âîçâåäåíèÿ ìàòðèöû Ã â ïðîèçâîëüíóþ ñòåïåíü n äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü ] log n[ âîç-
âåäåíèé â êâàäðàò:

Ã ⇒ Ã2 ⇒ Ã22 ⇒ . . . ⇒ Ã2k

,
ãäå k � ýòî íàèìåíüøåå ÷èñëî òàêîå, ÷òî 2k ≥ n.

2) Òàê êàê íà äèàãîíàëè â ìàòðèöå Ã ñòîÿò åäèíèöû, òî äëÿ ëþáûõ i < j âñå åäèíèöû
ìàòðèöû Ãi ñîõðàíÿþòñÿ â ìàòðèöå Ãj , â ÷àñòíîñòè, è â ìàòðèöå (Ãi)2.

3) Åñëè ïðè âû÷èñëåíèè ýëåìåíòà a
(2)
ij ìàòðèöû (Ãk)2 ïî ñòàíäàðòíîé ôîðìóëå

a
(2)
ij = ai1a1j + ai2a2j + . . . + airarj + . . . + ainanj

îáíàðóæèâàåòñÿ òàêîå r, ÷òî air = 1 è arj = 1, òî è âñÿ ñóììà a
(2)
ij = 1. Ïîýòîìó îñòàëüíûå

ñëàãàåìûå ìîæíî íå ðàññìàòðèâàòü.

Ïðèìåð 4. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà âû÷èñëåíèå ìàòðèöû ãðàôà äîñòèæèìîñòè
AG∗ äëÿ ãðàôà G, ïðåäñòàâëåííîãî íà ðèñ. 2. Â ýòîì ñëó÷àå

Ã = AG + E6 =


1 0 1 0 0 0
1 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0
1 0 0 1 1 0
0 0 1 0 1 1
0 0 0 0 0 1

 .

Òàê êàê ó G èìååòñÿ 6 âåðøèí, òî AG∗ = Ã5. Âû÷èñëèì ýòó ìàòðèöó:

Ã2 =


1 1 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0
1 0 1 1 1 1
0 1 1 0 1 1
0 0 0 0 0 1

 , Ã4 =


1 1 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0
1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 1 1
0 0 0 0 0 1

 , Ã5 = Ã4 × Ã4 = Ã4.

(ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íåòðóäíî ïðîâåðèòü). Òàêèì îáðàçîì,

AG∗ = Ã4 =


1 1 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0
1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 1 1
0 0 0 0 0 1

 .

Êàê âèäèì, ýòà ìàòðèöà äåéñòâèòåëüíî çàäàåò ãðàô G∗, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ.3.

3.2 Âçàèìíàÿ äîñòèæèìîñòü, êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè è áàçû
ãðàôà

Ïî àíàëîãèè ñ ãðàôîì äîñòèæèìîñòè îïðåäåëèì ãðàô ñèëüíîé äîñòèæèìîñòè.
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Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü G = (V,E) � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Ãðàô ñèëüíîé äîñòèæè-
ìîñòè G∗

∗ = (V,E∗
∗) äëÿ G èìååò òî æå ìíîæåñòâî âåðøèí V è ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî

ðåáåð E∗
∗ = {(u, v) | â ãðàôå G âåðøèíû v è u âçàèìíî äîñòèæèìû }.

Ïî ìàòðèöå ãðàôà äîñòèæèìîñòè AG∗ ëåãêî ïîñòðîèòü ìàòðèöó AG∗
∗
ãðàôà ñèëüíîé äîñòè-

æèìîñòè. Äåéñòâèòåëüíî èç îïðåäåëåíèé äîñòèæèìîñòè è ñèëüíîé äîñòèæèìîñòè íåïîñðåä-
ñòâåííî ñëåäóåò, òî äëÿ âñåõ ïàð (i, j), 1 ≤ i, j ≤ n, çíà÷åíèå ýëåìåíòà AG∗

∗
(i, j) ðàâíî 1 òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà îáà ýëåìåíòà AG∗(i, j) è AG∗(j, i) ðàâíû 1, ò.å.
AG∗

∗
(i, j) = AG∗(i, j) ∧AG∗(j, i).

Ïî ìàòðèöå AG∗
∗
ìîæíî âûäåëèòü äâóñâÿçíûå êîìïîíåíòû ãðàôà G ñëåäóþùèì îáðàçîì.

(1) Ïîìåñòèì â êîìïîíåíòó K1 âåðøèíó v1 è âñå òàêèå âåðøèíû vj , ÷òî AG∗
∗
(1, j) = 1.

(2) Ïóñòü óæå ïîñòðîåíû êîìïîíåíòû K1, . . . ,Ki è vk � ýòî âåðøèíà ñ ìèíèìàëüíûì íîìåðîì,
åùå íå ïîïàâøàÿ â êîìïîíåíòû. Òîãäà ïîìåñòèì â êîìïîíåíòó Ki+1 âåðøèíó vk è âñå òàêèå
âåðøèíû vj , ÷òî AG∗

∗
(k, j) = 1.

Ïîâòîðÿåì øàã (2) äî òåõ ïîð, ïîêà âñå âåðøèíû íå áóäóò ðàñïðåäåëåíû ïî êîìïîíåíòàì.
Â íàøåì ïðèìåðå äëÿ ãðàôà G íà ðèñ.2 ïî ìàòðèöå AG∗ ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ìàòðèöó

ãðàôà ñèëüíîé äîñòèæèìîñòè

AG∗
∗

=


1 1 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

 .

Èñïîëüçóÿ îïèñàííóþ âûøå ïðîöåäóðó, íàõîäèì, ÷òî âåðøèíû ãðàôà G ðàçáèâàþòñÿ íà 4
êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè: K1 = {v1, v2, v3}, K2 = {v4}, K3 = {v5}, K4 = {v6}.

Íà ìíîæåñòâå êîìïîíåíò ñèëüíîé ñâÿçíîñòè òàêæå îïðåäåëèì îòíîøåíèå äîñòèæèìîñòè.

Îïðåäåëåíèå 11. Ïóñòü K è K ′ � êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè ãðàôà G. Êîìïîíåíòà
K äîñòèæèìà èç êîìïîíåíòû K ′, åñëè K = K ′ èëè ñóùåñòâóþò òàêèå äâå âåðøèíû u ∈ K
è v ∈ K ′, ÷òî u äîñòèæèìà èç v. K ñòðîãî äîñòèæèìà èç K ′, åñëè K 6= K ′ è K äîñòèæèìà
èç K ′.

Êîìïîíåíòà K íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé, åñëè îíà íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî äîñòèæèìîé íè
èç êàêîé êîìïîíåíòû.

Òàê êàê âñå âåðøèíû â îäíîé êîìïîíåíòå âçàèìíî äîñòèæèìû, òî íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî îò-
íîøåíèÿ äîñòèæèìîñòè è ñòðîãîé äîñòèæèìîñòè íà êîìïîíåíòàõ íå çàâèñÿò îò âûáîðà âåðøèí
u ∈ K è v ∈ K ′.

Èç îïðåäåëåíèÿ ëåãêî âûâîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñòðîãîé äîñòèæèìîñòè.

Ëåììà 3. Îòíîøåíèå ñòðîãîé äîñòèæèìîñòè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà,
ò.å. îíî àíòèðåôëåêñèâíî, àíòèñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî.

Ýòî îòíîøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà, âåðøèíàìè êîòîðîãî
ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòû, à ðåáðî (K ′,K) îçíà÷àåò, ÷òî K ñòðîãî äîñòèæèìà èç K ′. Íà ðèñ. 4
ïîêàçàí ýòîò ãðàô êîìïîíåíò äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî âûøå ãðàôà G.

����

���� ���� ����
K1

K2

K3 K4
-�

�
�

��	 ?

@
@

@@R

Ðèñ. 4: Ãðàô îòíîøåíèÿ äîñòèæèìîñòè íà êîìïîíåíòàõ G

Â äàííîì ñëó÷àå èìååòñÿ îäíà ìèíèìàëüíàÿ êîìïîíåíòà K2.
Âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ

íåêîòîðîãî ðåñóðñà: ïðîäóêòà, òîâàðà, èíôîðìàöèè è ò.ï. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ åñòåñòâåííî âîçíè-
êàåò çàäà÷à ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà òàêèõ òî÷åê (âåðøèí), èç êîòîðûõ ýòîò ðåñóðñ ìîæåò
áûòü äîñòàâëåí â ëþáóþ òî÷êó ñåòè.
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Îïðåäåëåíèå 12. Ïóñòü G = (V,E) � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Ïîäìíîæåñòâî âåðøèí W ⊆
V íàçûâàåòñÿ ïîðîæäàþùèì, åñëè èç âåðøèí W ìîæíî äîñòè÷ü ëþáóþ âåðøèíó ãðàôà. Ïîä-
ìíîæåñòâî âåðøèí W ⊆ V íàçûâàåòñÿ áàçîé ãðàôà, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì, íî
íèêàêîå åãî ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèì íå ÿâëÿåòñÿ.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî íàõîäèòü âñå áàçû ãðàôà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü G = (V,E) � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Ïîäìíîæåñòâî âåðøèí W ⊆ V
ÿâëÿåòñÿ áàçîé G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîäåðæèò ïî îäíîé âåðøèíå èç êàæäîé ìè-
íèìàëüíîé äâóñâÿçíîé êîìïîíåíòû G è íå ñîäåðæèò íèêàêèõ äðóãèõ âåðøèí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì âíà÷àëå, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà ãðàôà äîñòèæèìà èç âåðøèíû,
ïðèíàäëåæàùåé íåêîòîðîé ìèíèìàëüíîé êîìïîíåíòå. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî âåðøèí W , ñîäåð-
æàùèõ ïî îäíîé âåðøèíå èç êàæäîé ìèíèìàëüíîé êîìïîíåíòû, ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì à ïðè
óäàëåíèè èç íåãî ëþáîé âåðøèíû ïåðñòàåò áûòü òàêîâûì, òàê êàê âåðøèíû èç ñîîòâåòñòâóþùåé
ìèíèìàëüíîé êîìïîíåíòû ñòàíîâÿòñÿ íåäîñòèæèìû. Ïîýòîìó W ÿâëÿåòñÿ áàçîé.

Îáðàòíî, åñëè W ÿâëÿåòñÿ áàçîé, òî îíî îáÿçàíî âêëþ÷àòü õîòÿ áû ïî îäíîé âåðøèíå èç
êàæäîé ìèíèìàëüíîé êîìïîíåíòû, èíà÷å âåðøèíû òàêîé ìèíèìàëüíîé êîìïîíåíòû îêàæóòñÿ
íåäîñòóïíû. Íèêàêèõ äðóãèõ âåðøèí W ñîäåðæàòü íå ìîæåò, òàê êàê êàæäàÿ èç íèõ äîñòèæè-
ìà èç óæå âêëþ÷åííûõ âåðøèí. 2

Èç ýòîé òåîðåìû âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ îäíîé èëè ïåðå÷èñëåíèÿ âñåõ
áàç ãðàôà G.
1) Íàéòè âñå äâóñâÿçíûå êîìïîíåíòû G.
2) Îïðåäåëèòü ïîðÿäîê íà íèõ è âûäåëèòü ìèíèìàëüíûå îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïîðÿäêà êîìïî-
íåíòû.
3) Ïîðîäèòü îäíó èëè âñå áàçû ãðàôà, âûáèðàÿ ïî îäíîé âåðøèíå èç êàæäîé ìèíèìàëüíîé
êîìïîíåíòû.

Ïðèìåð 5. Îïðåäåëèì âñå áàçû îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G, ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 5.
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Ðèñ. 5: Ãðàô G

Íà ïåðâîì ýòàïå íàõîäèì äâóñâÿçíûå êîìïîíåíòû G:
K1 = {a, n, l},K2 = {b},K3 = {c},K4 = {d, e, f, g}, K5 = {h, m},K6 = {k},K7 = {r}.

Íà âòîðîì ýòàïå ñòðîèì ãðàô ñòðîãîé äîñòèæèìîñòè íà ýòèõ êîìïîíåíòàõ.

���� ���� ����

���� ���� ���� ����
K1

K2 K4

K3 K5
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K6
--

? ?
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Ðèñ. 6: Ãðàô îòíîøåíèÿ äîñòèæèìîñòè íà êîìïîíåíòàõ G

Îïðåäåëÿåì ìèíèìàëüíûå êîìïîíåíòû: K2 = {b},K4 = {d, e, f, g} è K7 = {r}.
Íàêîíåö ïåðå÷èñëÿåì âñå ÷åòûðå áàçû G: B1 = {b, d, r}, B2 = {b, e, r}, B3 = {b, f, r} è

B1 = {b, g, r}.
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3.3 Çàäà÷è

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ñòåïåíåé âñåõ âåðøèí ïðîèçâîëüíîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî
ãðàôà ÷åòíà.

Ó ýòîé çàäà÷è èìååòñÿ ïîïóëÿðíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ: äîêàçàòü, ÷òî îáùåå ÷èñëî ðóêîïî-
æàòèé, êîòîðûìè îáìåíÿëèñü ëþäè, ïðèøåäøèå íà âå÷åðèíêó, âñåãäà ÷åòíî.

Çàäà÷à 2. Îïðåäåëèòå, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ãðàô äîñòèæèìîñòè äëÿ
à) ãðàôà ñ n âåðøèíàìè è ïóñòûì ìíîæåñòâîì ðåáåð;
á) ãðàôà ñ n âåðøèíàìè: V = {v1, . . . , vn}, ðåáðà êîòîðîãî îáðàçóþò öèêë:
E = {(v1, v2), (v2, v3), . . . , (vn−1, vn), (vn, v1)}.

Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòå ìàòðèöó ãðàôà äîñòèæèìîñòè AG∗ äëÿ ãðàôà
G = ({a, b, c, d, e, f, g}, {(a, b), (b, a), (a, c), (b, d), (e, d), (d, f), (f, c), (c, f), (g, e)}

è ïîñòðîéòå ñîîòâåòñòâóþùèé åé ãðàô äîñòèæèìîñòè.
Íàéäèòå âñå áàçû ãðàôà G.

Çàäà÷à 4. Ïîñòðîèòü äëÿ çàäàííîãî íà ðèñ. 7 îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G1 = (V,E) åãî ìàò-
ðèöó ñìåæíîñòè AG1 , ìàòðèöó èíöèäåíòíîñòè BG1 è ñïèñêè ñìåæíîñòè. Âû÷èñëèòü ìàò-
ðèöó äîñòèæèìîñòè AG∗

1
è ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàô äîñòèæèìîñòè G∗

1.

t t
t t t t
1
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5 6
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Ðèñ. 7: Ãðàô G1

Çàäà÷à 5. Ïåðå÷èñëèòå âñå íåèçîìîðôíûå íåîðèåíòèðîâàííûå ãðàôû, ó êîòîðûõ íå áîëåå
÷åòûðåõ âåðøèí.

4 Äåðåâüÿ

4.1 Íåîðèåíòèðîâàííûå è îðèåíòèðîâàííûå äåðåâüÿ

Äåðåâüÿ ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç èíòåðåñíåéøèõ êëàññîâ ãðàôîâ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ
ðàçëè÷íîãî ðîäà èåðàõè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Îïðåäåëåíèå 13. Íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô íàçûâàåòñÿ äåðåâîì, åñëè îí ñâÿçíûé è â íåì
íåò öèêëîâ.

Îïðåäåëåíèå 14. Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V,E) íàçûâàåòñÿ (îðèåíòèðîâàííûì) äåðå-
âîì, åñëè
1) â íåì åñòü îäíà âåðøèíà r ∈ E, â êîòîðóþ íå âõîäÿò ðåáðà; îíà íàçûâàåòñÿ êîðíåì äåðåâà;
2) â êàæäóþ èç îñòàëüíûõ âåðøèí âõîäèò ðîâíî ïî îäíîìó ðåáðó;
3) âñå âåðøèíû äîñòèæèìû èç êîðíÿ.

Íà ðèñóíêå 8 ïîêàçàíû ïðèìåðû íåîðèåíòèðîâàííîãî äåðåâà G1 è îðèåíòèðîâàííîãî äåðåâà
G2. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî äåðåâî G2 ïîëó÷åíî èç G1 ñ ïîìîùüþ âûáîðà âåðøèíû c â
êà÷åñòâå êîðíÿ è îðèåíòàöèè âñåõ ðåáåð â íàïðàâëåíèè ¾îò êîðíÿ¿.

Ýòî íå ñëó÷àéíî. Äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î ñâÿçè ìåæäó íåîðè-
åíòèðîâàííûìè è îðèåíòèðîâàííûìè äåðåâüÿìè.

Ëåììà 4. Åñëè â ëþáîì íåîðèåíòèðîâàííîì äåðåâå G = (V,E) âûáðàòü ïðîèçâîëüíóþ âåð-
øèíó v ∈ V â êà÷åñòâå êîðíÿ è ñîðèåíòèðîâàòü âñå ðåáðà â íàïðàâëåíèè �îò êîðíÿ�, ò.å.
ñäåëàòü v íà÷àëîì âñåõ èíöèäåíòíûõ åé ðåáåð, âåðøèíû, ñìåæíûå ñ v � íà÷àëàìè âñåõ
èíöèäåíòíûõ èì åùå íå ñîðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð è ò.ä., òî ïîëó÷åíûé â ðåçóëüòàòå îðèåí-
òèðîâàííûé ãðàô G′ áóäåò îðèåíòèðîâàííûì äåðåâîì.
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Ðèñ. 8: Íåîðèåíòèðîâàííîå è îðèåíòèðîâàííîå äåðåâüÿ

Íåîðèåíòèðîâàííûå è îðèåíòèðîâàííûå äåðåâüÿ èìåþò ìíîãî ýêâèâàëåíòíûõ õàðàêòåðè-
ñòèê.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü G = (V,E) � íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâà-
ëåíòíû.
(1) G ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì.
(2) Äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí â G èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ñîåäèíÿþùèé èõ ïóòü.
(3) G ñâÿçåí, íî ïðè óäàëåíèè èç E ëþáîãî ðåáðà ïåðåñòàåò áûòü ñâÿçíûì.
(4) G ñâÿçåí è |E| = |V | − 1.
(5) G àöèêëè÷åñêèé è |E| = |V | − 1.
(6) G àöèêëè÷åñêèé, íî äîáàâëåíèå ëþáîãî ðåáðà ê E ïîðîæäàåò öèêë.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) ⇒ (2): Åñëè áû â G íåêîòîðûå äâå âåðøèíû ñîåäèíÿëèñü äâóìÿ
ïóòÿìè, òî, î÷åâèäíî, â G èìååëñÿ áû öèêë. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ äåðåâà â (1).
(2) ⇒ (3): Åñëè G ñâÿçåí, íî ïðè óäàëåíèè íåêîòîðîãî ðåáðà (u, v) ∈ E íå òåðÿåò ñâÿçíîñòè,
òî ìåæäó u è v èìååòñÿ ïóòü, íå ñîäåðæàùèé ýòî ðåáðî. Íî òîãäà â G èìåþòñÿ íå ìåíåå äâóõ
ïóòåé, ñîåäèíÿþùèõ u è v, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (2).
(3) ⇒ (4): Ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ (ñì. çàäà÷ó 8).
(4) ⇒ (5): Åñëè G ñîäåðæèò öèêë è ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì, òî ïðè óäàëåíèè ëþáîãî ðåáðà èç öèêëà
ñâÿçíîñòü íå äîëæíà íàðóøèòüñÿ, íî ðåáåð îñòàíåòñÿ |E| = V − 2, à ïî çàäà÷å 8(à) â ñâÿçíîì
ãðàôå äîëæíî áûòü íå ìåíåå V − 1 ðåáåð. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî öèêëîâ â
G íåò è âûïîëíåíî óñëîâèå (5).
(5) ⇒ (6): Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äîáàâëåíèå ðåáðà (u, v) ê E íå ïðèâåëî ê ïîÿâëåíèþ öèêëà.
Òîãäà â G âåðøèíû u è v íàõîäÿòñÿ â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè. Òàê êàê |E| = V −1, òî â
îäíîé èç ýòèõ êîìïîíåíò, ïóñòü ýòî (V1, E1), ÷èñëî ðåáåð è ÷èñëî âåðøèí ñîâïàäàþò: |E1| = |V1|.
Íî òîãäà â íåé èìååòñÿ öèêë (ñì. çàäà÷ó 8 (á) ), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò àöèêëè÷íîñòè G.
(6) ⇒ (1): Åñëè áû G íå áûë ñâÿçíûì, òî íàøëèñü áû äâå âåðøèíû u è v èç ðàçíûõ êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè. Òîãäà äîáàâëåíèå ðåáðà (u, v) ê E íå ïðèâåëîáû ê ïîÿâëåíèþ öèêëà, ÷òî ïðîòèâî-
ðå÷èò (6). Ñëåäîâàòåëüíî, G ñâÿçåí è ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì. 2

Äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ äåðåâüåâ ÷àñòî óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå èíäóêòèâíîå îïðå-
äåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 15. Îïðåäåëèì ïî èíäóêöèè êëàññ îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ D, íàçûâàåìûõ
äåðåâüÿìè. Îäíîâðåìåííî äëÿ êàæäîãî èç íèõ îïðåäåëèì âûäåëåííóþ âåðøèíó - êîðåíü.
1) Ãðàô T0 = (V,E), ñ åäèíñòâåííîé âåðøèíîé V = {v} è ïóñòûì ìíîæåñòâîì ðåáåð E = ∅
ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì (âõîäèò â D). Âåðøèíà v íàçûâàåòñÿ êîðíåì ýòîãî äåðåâà.
2) Ïóñòü ãðàôû T1 = (V1, E1), . . . , Tk = (Vk, Ek) ñ êîðíÿìè r1 ∈ V1, . . . , rk ∈ Vk ïðèíàäëåæàò
D, à r0 � íîâàÿ âåðøèíà, ò.å. r0 /∈

⋃k
i=1 Vi. Òîãäà êëàññó D ïðèíàäëåæèò òàêæå ñëåäóþùèé

ãðàô T = (V,E), ãäå V = {r0} ∪
⋃k

i=1 Vi, E = {(r0, ri) | i = 1, . . . , k} ∪
⋃k

i=1 Ei. Êîðíåì ýòîãî
äåðåâà ÿâëÿåòñÿ âåðøèíà r0.
3) Äðóãèõ ãðàôîâ â êëàññå D íåò.

Ðèñóíîê 9 èëëþñòðèðóåò ýòî îïðåäåëåíèå.
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Ðèñ. 9: Èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå îðèåíòèðîâàííûõ äåðåâüåâ

Òåîðåìà 3. Îïðåäåëåíèÿ îðèåíòèðîâàííûõ äåðåâüåâ 14 è 15 ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇒ Ïóñòü ãðàô G = (V,E) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì îïðåäåëåíèÿ 14. Ïî-
êàæåì èíäóêöèåé ïî ÷èñëó âåðøèí |V |, ÷òî G ∈ D.
Åñëè |V | = 1, òî åäèíñòâåííàÿ âåðøèíà v ∈ V ÿâëÿåòñÿ ïî ñâîéñòâó (1) êîðíåì äåðåâà, ò.å. â
ýòîì ãðàôå ðåáåð íåò: E = ∅. Òîãäà G = T0 ∈ D.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñÿêèé ãðàô ñ ≤ n âåðøèíàìè, óäîâëåòâîðÿþùèé îïðåäåëåíèþ 14 âõîäèò
â D. Ïóñòü ãðàô G = (V,E) ñ (n + 1)-é âåðøèíîé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì îïðåäåëåíèÿ 14. Ïî
óñëîâèþ (1) â íåì èìååòñÿ âåðøèíà-êîðåíü r0. Ïóñòü èç r0 âûõîäèò k ðåáåð è îíè âåäóò â
âåðøèíû r1, . . . , rk (k ≥ 1). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Gi, (i = 1, . . . , k) ãðàô, âêëþ÷àþùèé âåðøèíû
Vi = {v ∈ V | v äîñòèæèìà èç ri} è ñîåäèíÿþùèå èõ ðåáðà Ei ⊆ E. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî Gi

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì óñëîâèÿì îïðåäåëåíèÿ 14. Äåéñòâèòåëüíî, â ri íå âõîäÿò ðåáðà, ò.å.
ýòà âåðøèíà � êîðåíü Gi. Â êàæäóþ èç îñòàëüíûõ âåðøèí èç Vi âõîäèò ïî îäíîìó ðåáðó êàê
è â G. Åñëè v ∈ Vi, òî îíà äîñòèæèìà èç êîðíÿ ri ïî îïðåäåëåíèþ ãðàôà Gi. Òàê êàê |Vi| ≤ n,
òî ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ Gi ∈ D. Òîãäà ãðàô G ïîëó÷åí ïî èíäóêòèâíîìó ïðàâèëó
(2) îïðåäåëåíèÿ 14 èç äåðåâüåâ G1, . . . , Gk è ïîýòîìó ïðèíàäëåæèò êëàññó D.

⇐ Åñëè íåêîòîðûé ãðàô G = (V,E) âõîäèò â êëàññ D, òî âûïîëíåíèå óñëîâèé (1)-(3) îïðåäå-
ëåíèÿ 14 äëÿ íåãî ëåãêî óñòàíîâèòü èíäóêöèåé ïî îïðåäåëåíèþ 15. Ïðåäîñòàâëÿåì ýòî ÷èòàòåëþ
â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ. 2

Ñ îðèåíòèðîâàííûìè äåðåâüÿìè ñâÿçàíà áîãàòàÿ òåðìèíîëîãèÿ, ïðèøåäøàÿ èç äâóõ èñòî÷-
íèêîâ: áîòàíèêè è îáëàñòè ñåìåéíûõ îòíîøåíèé.

Êîðåíü � ýòî åäèíñòâåííàÿ âåðøèíà, â êîòîðóþ íå âõîäÿò ðåáðà, ëèñòüÿ � ýòî âåðøèíû,
èç êîòîðûõ íå âûõîäÿò ðåáðà. Ïóòü èç êîðíÿ â ëèñò íàçûâàåòñÿ âåòâüþ äåðåâà. Âûñîòà äåðåâà
� ýòî ìàêñèìàëüíàÿ èç äëèí åãî âåòâåé. Ãëóáèíà âåðøèíû � ýòî äëèíà ïóòè èç êîðíÿ â ýòó
âåðøèíó. Äëÿ âåðøèíû v ∈ V , ïîäãðàô äåðåâà T = (V,E), âêëþ÷àþùèé âñå äîñòèæèìûå èç v
âåðøèíû è ñîåäèíÿþùèå èõ ðåáðà èç E, îáðàçóåò ïîääåðåâî Tv äåðåâà T ñ êîðíåì v ( ñì. çàäà÷ó
23). Âûñîòà âåðøèíû v � ýòî âûñîòà äåðåâà Tv. Ãðàô, ÿâëÿþùèéñÿ îáúåäèíåíèåì íåñêîëüêèõ
íåïåðåñåêàþùèõñÿ äåðåâüåâ íàçûâàåòñÿ ëåñîì.

Åñëè èç âåðøèíû v âåäåò ðåáðî â âåðøèíó w, òî v íàçûâàåòñÿ îòöîì w, à w � ñûíîì
v (â ïîñëåäíåå âðåìÿ â àíãîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå óïîòðåáëÿåòñÿ àñåêñóëüíàÿ ïàðà òåðìèíîâ:
ðîäèòåëü - ðåáåíîê). Èç îïðåäåëåíèÿ äåðåâà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî ó êàæäîé âåðøèíû
êðîìå êîðíÿ èìååòñÿ åäèíñòâåííûé îòåö. Åñëè èç âåðøèíû v âåäåò ïóòü â âåðøèíó w, òî v
íàçûâàåòñÿ ïðåäêîì w, à w � ïîòîìêîì v. Âåðøèíû, ó êîòîðûõ îáùèé îòåö íàçûâàþòñÿ
áðàòüÿìè èëè ñåñòðàìè.

Âûäåëèì åùå îäèí êëàññ ãðàôîâ, îáîáùàþùèé îðèåíòèðîâàííûå äåðåâüÿ � îðèåíòèðî-
âàííûå ãðàôû áåç öèêëîâ. Äâà âèäà òàêèõ ðàçìå÷åííûõ ãðàôîâ áóäóò èñïîëüçîâàíû â ãëàâå 6
äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé. Ó ýòèõ ãðàôîâ ìîæåò áûòü íåñêîëüêî êîðíåé - âåðøèí,
â êîòîðûå íå âõîäÿò ðåáðà, è â êàæäóþ âåðøèíó ìîæåò âõîäèòü íåñêîëüêî ðåáåð, à íå îäíî êàê
ó äåðåâüåâ.
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4.2 Äåðåâüÿ è ôîðìóëû (âûðàæåíèÿ)

Íàïîìíèì, ÷òî â ãëàâå 2 áûëî ââåäåíî îáùåå ïîíÿòèå ôîðìóëû íàä ñèñòåìîé ôóíêöèé B, êî-
òîðîå ïðèìåíèìî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé, à íå òîëüêî áóëåâûõ. Â ãëàâå 4, àíàëîãè÷íûå
ñèíòàêñè÷åñêèå îáúåêòû äëÿ ëîãèêè ïðåäèêàòîâ íàçâàíû òåðìàìè , à â ÿçûêàõ ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ òàêèå êîíñòðóêöèè ÷àñòî íàçûâàþòñÿ âûðàæåíèÿìè.

Èòàê, ïóñòü ôîðìóëà íàä ìíîæåñòâîì ôóíêöèé F, ìíîæåñòâîì êîíñòàíò C è ìíîæåñòâîì
ïåðåìåííûõ Var îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêòèâíî ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

• Ïåðåìåííàÿ èç Var åñòü ôîðìóëà.

• Êîíñòàíòà èç C åñòü ôîðìóëà.

• Åñëè g1, . . . , gk � ôîðìóëû, à f (k) � k-ìåñòíàÿ ôóíêöèÿ èç F, òî f(g1, . . . , gk) � ýòî
ôîðìóëà.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ôîðìóë ÷åðåç F(F,C,Var).
Ðàññìîòðèì êëàññ óïîðÿäî÷åííûõ ðàçìå÷åííûõ äåðåâüåâ T (F,C,Var), ëèñòüÿ êîòîðûõ ïî-

ìå÷åíû ýëåìåíòàìè èç (C ∪ Var), à âíóòðåííèå âåðøèíû � ôóíêöèÿìè èç F, ïðè÷åì, åñëè
âåðøèíà ïîìå÷åíà ñèìâîëîì k-ìåñòíîé ôóíêöèè èç F, òî ó íåå èìååòñÿ k ñûíîâåé.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ìåæäó ìíîæåñòâîì ôîðìóë F(F,C,Var) è ìíîæåñòâîì äåðåâüåâ T (F,C,Var)
èìååòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñîîòâåòñòâèå ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî îïðåäåëåíèÿì ôîð-
ìóë è äåðåâüåâ. Îíî ïîêàçàíî íà ðèñ. 10.

mx1)x ∈ Var ⇔ Tx :

mcc ∈ C ⇔ Tc :

2) Φ = fk(g1, . . . , gk) è gi ⇔ Ti ñ êîðíåì ri

TΦ : m
m mt t t
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Ðèñ. 10: Èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå ñâÿçè ìåæäó ôîðìóëàìè è äåðåâüÿìè

Ïðèìåð 6. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, êëàññ îáû÷íûõ àðèôìåòè÷åñêèõ ôîðìóë íàä ìíîæå-
ñòâîì ôóíêöèé F = {+,−, ∗, :}, öåëî÷èñëåííûõ êîíñòàíò C = {0, 1, 2, . . .} è ïåðåìåííûõ
Var = {x, y, z, . . .}. Ïóñòü ôîðìóëà Φ = +(∗(5, (x− 7)), (: (y,+(x, 2))) (åå îáû÷íîå ïðåäñòàâëå-
íèå Φ = 5 ∗ (x− 7) + y : (x + 2) )

Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäëîæåíèåì 1 ýòà ôîðìóëà ïðåäñòàâëÿåòñÿ äåðåâîì TΦ, èçîáðà-
æåííîì íà ðèñ. 11.

4.3 Îáõîäû äåðåâüåâ

×àñòî òðåáóåòñÿ ïðè îáðàáîòêå ïðåäñòàâëåííîé â äåðåâå èíôîðìàöèè îáîéòè íåêîòîðûì ðå-
ãóëÿðíûì ñïîñîáîì âñå åãî âåðøèíû. Èìååòñÿ äâà åñòåñòâåííûõ ñòàíäàðòíûõ ñïîñîáà îáõîäà
äåðåâüåâ. Êàæäûé èç íèõ ïîçâîëÿåò ëèíåéíî óïîðÿäî÷èòü âåðøèíû äåðåâà è òåì ñàìûì ïðåä-
ñòàâèòü åãî �äâóìåðíóþ� ñòðóêòóðó� â âèäå ëèíåéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðøèí.

Ïðÿìîé (ïðåôèêñíûé) îáõîä äåðåâà îñíîâàí íà ïðèíöèïå: �ñíà÷àëà ðîäèòåëü, çàòåì äåòè�.
Îïðåäåëèì èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ äåðåâà T â îïðåäåëåíèè 15 åãî ïðÿìîå ïðåäñòàâëåíèå
ÏÐ(T ) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1) Åñëè T0 = ({v}, ∅), òî ÏÐ(T0) = v.
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Ðèñ. 11: Äåðåâî TΦ

2) Åñëè T ïîëó÷åíî èç äåðåâüåâ T1, . . . , Tk è íîâîãî êîðíÿ r0 ïî ïóíêòó (2) îïðåäåëåíèÿ 15
òî ÏÐ(T ) = r0ÏÐ(T1) . . .ÏÐ(Tk).

Îáðàòíûé (ñóôôèêñíûé) îáõîä äåðåâà îñíîâàí íà ïðîòèâîïîëîæíîì ïðèíöèïå: �ñíà÷àëà
äåòè , çàòåì ðîäèòåëü�. Âîò åãî èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå.

1) Åñëè T0 = ({v}, ∅), òî ÎÁÐ(T0) = v.
2) Åñëè T ïîëó÷åíî èç äåðåâüåâ T1, . . . , Tk è íîâîãî êîðíÿ r0 ïî ïóíêòó (2) îïðåäåëåíèÿ 15,

òî ÎÁÐ(T ) = ÎÁÐ(T1) . . .ÎÁÐ(Tk) r0.
Äëÿ áèíàðíûõ äåðåâüåâ, âíóòðåííèå âåðøèíû êîòîðûõ èìåþò íå áîëåå 2-õ ñûíîâåé, ïî-

ìå÷åííûõ êàê �ëåâûé� è �ïðàâûé�, ìîæíî åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü åùå îäèí ñïîñîá îáõîäà �
èíôèêñíûé (âíóòðåííèé) îáõîä, îñíîâàííûé íà ïðèíöèïå: �ñíà÷àëà ëåâûé ñûí, çàòåì ðîäèòåëü,
à çàòåì ïðàâûé ñûí�. Îí îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1) Åñëè T0 = ({v}, ∅), òî ÈÍÔ(T0) = v.
2) Åñëè T ïîëó÷åíî èç äåðåâüåâ T1, T2 è íîâîãî êîðíÿ r0 ïî ïóíêòó (2) îïðåäåëåíèÿ 15, òî

ÈÍÔ(T ) = ÈÍÔ(T1)r0ÈÍÔ(T2)
(Åñëè îäíî èç äåðåâüåâ T1, T2 ïóñòî, òî ñîîòâåòñòâóþùåå åìó èíôèêñíîå ïðåäñòàâëåíèå òîæå
ïóñòî).

Ïðèìåð 7. Ïîñòðîèì â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèìè îïðåäåëåíèÿìè òðè ðàçíûõ îáõîäà áèíàðíîãî
äåðåâà TΦ, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 11 (â ñêîáêàõ ïîñëå âåðøèíû óêàçàíà åå ìåòêà).

ÏÐ(TΦ) = v1(+)v2(∗)v4(5)v5(−)v8(x)v9(7)v3(:)v6(y)v7(+)v10(x)v11(2).
ÎÁÐ(TΦ) = v4(5)v8(x)v9(7)v5(−)v2(∗)v6(y)v10(x)v11(2)v7(+)v3(:)v1(+).
ÈÍÔ(TΦ) = v4(5)v2(∗)v8(x)v5(−)v9(7)v1(+)v6(y)v3(:)v10(x)v7(+)v11(2).

Çàìå÷àíèå. Äëÿ óïîðÿäî÷åííîãî ðàçìå÷åííîãî äåðåâà T èç êëàññà T (F,C,Var) ïî ëþáîìó
èç óêàçàííûõ îáõîäîâ ÏÐ(T ),ÎÁÐ(T ) è, åñëè äåðåâî áèíàðíîå, � ÈÍÔ(T ) ìîæíî îäíîçíà÷íî
âîññòàíîâèòü ñàìî äåðåâî T .

5 Ïîñòðîåíèå ìèíèìàëüíîãî îñòîâà

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ â çàäàííîì ãðàôå íóæíî âûäåëèòü íåêîòîðóþ ÷àñòü, îáëàäàþùóþ òåì èëè
èíûì ñâîéñòâîì.

Îïðåäåëåíèå 16. Ãðàô G1 = (V1, E1) íàçûâàåòñÿ ïîäãðàôîì ãðàôà G = (V,E), åñëè V1 ⊆ V
è E1 ⊆ E.

Äëÿ íåîðèåíòèðîâàííûõ ñâÿçíûõ ãðàôîâ îäíèì èç èíòåðåñíûõ êëàññîâ ïîäãðàôîâ ÿâëÿþòñÿ
äåðåâüÿ, ñîõðàíÿþùèå ñâÿçíîñòü âåðøèí. Îíè íàçûâàþòñÿ îñòîâàìè, îñòîâíûìè äåðåâüÿìè,
êàðêàñàìè èëè ñêåëåòàìè ãðàôà.

Îïðåäåëåíèå 17. Îñòîâîì (íåîðèåíòèðîâàííîãî) ñâÿçíîãî ãðàôà G = (V,E) íàçûâàåòñÿ åãî
ïîäãðàô S = (V, T ), ÿâëÿþùèéñÿ äåðåâîì.

Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ c : E → R, ïðèïèñûâàþùàÿ êàæäîìó ðåáðó e ∈ E åãî ñòîèìîñòü
(âåñ, äëèíó) c(e) ∈ R (R � ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë). Òîãäà ñòîèìîñòü c(S) äåðåâà
S îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà ñòîèìîñòåé âñåõ åãî ðåáåð, ò.å. c(S) =

∑
e∈T c(e).
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Ìèíèìàëüíûì îñòîâîì íàçûâàåòñÿ îñòîâ ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíûé îñòîâ � ýòî ñàìàÿ äåøåâàÿ (êîðîòêàÿ) ñèñòåìà ïóòåé, ñâÿçû-
âàþùàÿ âñå âåðøèíû G.

Îïèøåì ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî îñòîâà, ïðåäëîæåííóþ Äæ. Êðóñêàëîì â
1956ã.

Àëãîðèòì ÌèíÎñòîâ
Âõîä: ñâÿçíûé ãðàô G = (V,E) è ôóíêöèÿ ñòîèìîñòè ðåáåð c : E → R.
Âûõîä: ìèíèìàëüíûé îñòîâ S = (V, T ).

Ýòàï 1. Ïóñòü E ñîäåðæèò m ðåáåð. Óïîðÿäî÷èì èõ ïî âîçðàñòàíèþ ñòîèìîñòåé:
E = {e1, e2, . . . , ei, . . . , em} òàê, ÷òî c(e1) ≤ c(e2) ≤ . . . ≤ c(ei) ≤ . . . ≤ c(em).

Ýòàï 2. Ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . ,m îïðåäåëèì ìíîæåñòâî ðåáåð Ti:
T1 = {e1};
. . .

Ti =
{

Ti−1 ∪ {ei}, åñëè âî ìíîæåñòâå Ti−1 ∪ {ei} íåò öèêëîâ
Ti−1, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

. . .
Ïîëîæèì T = Tm.
Âûäàòü â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà ãðàô S = (V, T ).

Äîêàæåì, ÷òî ýòîò àëãîðèòì êîððåêòåí.

Òåîðåìà 4. Àëãîðèòì ÌèíÎñòîâ ñòðîèò ìèíèìàëüíûé îñòîâ âõîäíîãî ãðàôà G = (V,E).

Äîêàçàòåëüñòâî. . Ïóñòü ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÌèíÎñòîâ íà ãðàôå G = (V,E) ÿâëÿåòñÿ
ãðàô S = (V, T ). Îòìåòèì âíà÷àëå, ÷òî S ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì. Äåéñòâèòåëüíî, îòñóòñòâèå öèêëîâ
ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâ Ti. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî S íå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì. Òîãäà äîëæíû
ñóùåñòâîâàòü äâå âåðøèíû u, v ∈ V , êîòîðûå íå äîñòèæèìû äðóã èç äðóãà â S. Íî ãðàô G
ñâÿçåí, ïîýòîìó â íåì åñòü ïóòü èç u â v. Òîãäà íà ýòîì ïóòè îáÿçàòåëüíî èìååòñÿ òàêîå ðåáðî
ei = (a, b) ∈ (E \ T ), ó êîòîðîãî îäèí êîíåö a ñîåäèíåí ïóòåì ñ u â ãðàôå S, à âòîðîé êîíåö b
� íåò. Íî òîãäà íà øàãå i ðåáðî ei äîëæíî ïîïàñòü â Ti, òàê êàê åãî äîáàâëåíèå íå îáðàçóåò
öèêëà. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàô S ñâÿçåí.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äåðåâî S èìååò ìèíèìàëüíóþ ñòîèìîñòü. Ïóñòü T = {d1, . . . , dk, . . . ,
dn−1} � óïîðÿäî÷åíèå âñåõ ðåáåð T ïî ñòîèìîñòè.

Ïîêàæåì èíäóêöèåé ïî k = 1, . . . , (n− 1), ÷òî ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíûé îñòîâ, âêëþ÷à-
þùèé ðåáðà d1, . . . , dk.

Ïóñòü S′ = (V, T ′) � ìèíèìàëüíûé îñòîâ, ó êîòîðîãî (k−1) íàèìåíüøèõ ïî ñòîèìîñòè ðåáåð
ñîâïàäàþò ñ ðåáðàìè T , ò.å. óïîðÿäî÷åíèå âñåõ åãî ðåáåð èìååò âèä: T ′ = {f1 = d1, . . . , fk−1 =
dk−1, fk, . . . , fn−1} è fk 6= dk. Ïóñòü dk = (u, v). Â T ′ èìååòñÿ íåêîòîðûé ïóòü p èç u â v,
êîòîðûé íå ñîäåðæèò ðåáðî dk. Íà ýòîì ïóòè îáÿçàòåëüíî åñòü íåêîòîðîå ðåáðî f = (u′, v′),
íå ïîïàâøåå â T , èíà÷å â T îáðàçîâàëñÿ áû öèêë. Èç ïîñòðîåíèÿ T ñëåäóåò, ÷òî c(dk) ≤ c(f).
Ðàññìîòðèì ãðàô S′′ = (V, T ′\{f})∪{dk}. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò ãðàô ÿâëÿåòñÿ îñòîâíûì äåðåâîì.

Äåéñòâèòåëüíî, ñâÿçü ìåæäó u′ è v′ ñîõðàíèëàñü, òàê êàê â S′′ èìååòñÿ ïóòü: u′ ↔ . . . ↔ u
dk↔

v ↔ . . . ↔ v′. Ïîýòîìó S′′ � ñâÿçíûé ãðàô. Åñëè áû â S′′ áûë öèêë, òî îí îáÿçàòåëüíî âêëþ÷àë
áû ðåáðî dk. Íî òîãäà ÷àñòü ýòîãî öèêëà áåç ðåáðà dk îáðàçîâûâàëà áû ïóòü p′ ìåæäó u â v, íå
ñîâïàäàþùèé ñ ïóòåì p. Ñëåäîâàòåëüíî, â äåðåâå T ′ áûëî áû äâà ðàçíûõ ïóòè ìåæäó u â v, ÷òî
íåâîçìîæíî, òàê êàê òîãäà â T ′ áûë áû öèêë. Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî â S′′ öèêëîâ íåò è S′′ �
îñòîâíîå äåðåâî. Åãî ñòîèìîñòü c(S′′) = c(S′)− c(f)+ c(dk) ≤ c(S′). Òàê êàê S′ � ìèíèìàëüíûé
îñòîâ, òî c(S′′) = c(S′) è S′′ � òîæå ìèíèìàëüíûé îñòîâ, ó êîòîðîãî ñ S èìååòñÿ k îáùèõ ðåáåð:
d1, . . . , dk.

Òîãäà ïðè k = n− 1 ïîëó÷àåì, ÷òî S � ìèíèìàëüíûé îñòîâ.
2

Ïðèìåð 8. Ðàññìîòðèì íàãðóæåííûé ãðàô G, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 12.
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Ðèñ. 12: Ãðàô G

Ïðèìåíèì ê íåìó àëãîðèòìÌèíÎñòîâ. Íà ïåðâîì ýòàïå óïîðÿäî÷èì âñå ðåáðà, à íà âòîðîì
� ðÿäîì ñ êàæäûì èç íèõ îïðåäåëèì ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî Ti. Ðåáðà, ïîïàâøèå â T
áóäåì ïî õîäó âû÷èñëåíèÿ îòìå÷àòü çíàêîì '+' , à íå ïîïàâøèå � çíàêîì '-'.

E c(e) âõîäèò Ti

(a, g) 1 + T1 = {(a, g)}
(g, e) 3 + T2 = {(a, g), (g, e)}
(g, c) 4 + T3 = {(a, g), (g, e), (g, c)}
(e, d) 4 + T4 = {(a, g), (g, e), (g, c), (e, d)}
(a, b) 5 + T5 = {(a, g), (g, e), (g, c), (e, d), (a, b)}
(b, c) 6 − T6 = T5

(d, g)) 7 − T7 = T6

(f, g) 8 + T8 = {(a, g), (g, e), (g, c), (e, d), (a, b), (f, g)}
(e, f) 11 − T9 = T8

(c, d) 12 − T10 = T9

(a, f) 15 − T11 = T10

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè äëÿ G ìèíèìàëüíûé îñòîâ S = (V, T ), ãäå T = T8 = {(a, g), (g, e),
(g, c), (e, d), (a, b), (f, g)}. Îí ïîêàçàí íà ðèñ. 13. Ñòîèìîñòü ýòîãî îñòîâà c(S) = 25.
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Ðèñ. 13: Ìèíèìàëüíûé îñòîâ S = (V, T ) äëÿ ãðàôà G

Çàìå÷àíèå. Òàê êàê äåðåâî ñ n âåðøèíàìè ñîäåðæèò â òî÷íîñòè (n − 1) ðåáåð, òî ðàáîòó
àëãîðèòìàÌèíÎñòîâ ìîæíî ïðåêðàùàòü ïîñëå òàêîãî øàãà i, íà êîòîðîì â Ti îêàæåòñÿ |V |−1
ðåáåð. Â íàøåì ïðèìåðå |V | = 7 è àëãîðèòì ìîã îñòàíîâèòüñÿ ïîñëå 8-ãî øàãà.

6 Ïîèñê â ãëóáèíó è çàäà÷à î ëàáèðèíòå

Çàäà÷à ïîèñêà âûõîäà èç ëàáèðèíòà èçâåñòíà ñ äðåâíèõ âðåìåí. Â òåðìèíàõ ãðàôîâ åå ìîæíî
ôîðìàëèçîâàòü òàê: ëàáèðèíò � ýòî íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî ïðåäñòàâ-
ëÿþò �ïåðåêðåñòêè� ëàáèðèíòà, à ðåáðà � äîðîæêè ìåæäó ñîñåäíèìè ïåðåêðåñòêàìè. Îäíà
èëè íåñêîëüêî âåðøèí îòìå÷åíû êàê âûõîäû. Çàäà÷à ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ïóòè èç íåêîòîðîé
èñõîäíîé âåðøèíû â âåðøèíó-âûõîä.
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Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ìåòîä îáõîäà âñåõ âåðøèí ãðàôà, íàçûâàåìûé ïîèñêîì â
ãëóáèíó. Åãî èäåþ êðàòêî ìîæíî îïèñàòü òàê:
íàõîäÿñü â íåêîòîðîé âåðøèíå v, èäåì èç íåå â ïðîèçâîëüíóþ åùå íå ïîñåùåííóþ ñìåæíóþ
âåðøèíó w, åñëè òàêîé âåðøèíû íåò, òî âîçâðàùàåìñÿ â âåðøèíó, èç êîòîðîé ìû ïðèøëè â v.

Àëãîðèòì ïîèñêà â ãëóáèíó
Âõîä: G = (V,E) � íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ïðåäñòàâëåííûé ñïèñêàìè ñìåæíîñòåé: äëÿ

êàæäîé v ∈ V ñïèñîê Lv ñîäåðæèò ïåðå÷åíü âñåõ ñìåæíûõ ñ v âåðøèí.
Âûõîä: NUM [v] � ìàññèâ ñ íîìåðàìè âåðøèí â ïîðÿäêå èõ ïðîõîæäåíèÿ è ìíîæåñòâî (äðå-

âåñíûõ) ðåáåð T ⊆ E, ïî êîòîðûì îñóùåñòâëÿåòñÿ îáõîä.

Àëãîðèòì ÏÎÃ
1. T = {}; NOMER = 1;
2. äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ V ïîëîæèì NUM [v] = 0 è ïîìåòèì v êàê �íîâóþ�;
3. ÏÎÊÀ ñóùåñòâóåò �íîâàÿ� âåðøèíà v ∈ V
4. ÂÛÏÎËÍßÒÜ ÏÎÈÑÊ(v).

Îñíîâíóþ ðîëü â ýòîì àëãîðèòìå èãðàåò ñëåäóþùàÿ ðåêóðñèâíàÿ ïðîöåäóðà.
Àëãîðèòì ÏÎÈÑÊ(v):

1. ïîìåòèòü v êàê �ñòàðóþ�;
2. NUM [v] = NOMER; NOMER = NOMER + 1;
3. ÄËß ÊÀÆÄÎÉ w ∈ Lv ÂÛÏÎËÍßÒÜ
4. ÅÑËÈ âåðøèíà w �íîâàÿ�
5. ÒÎ
6. { äîáàâèòü (v, w) ê T ;
7. ÏÎÈÑÊ(w);
8. }

Òåîðåìà 5. Àëãîðèòì ÏÎÃ îáõîäèò (íóìåðóåò) âñå âåðøèíû ãðàôà G = (V,E). Åñëè G �
ñâÿçíûé ãðàô, òî S = (V, T ) � ýòî îñòîâ G, åñëè ãðàô G íå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì, òî S = (V, T )
� ýòî îñòîâíîé ëåñ äëÿ G, ò.å. îáúåäèíåíèå îñòîâíûõ äåðåâüåâ äëÿ êàæäîé èç êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïî îêîí÷àíèè àëãîðèòìà ÏÎÃ
âñå âåðøèíû ãðàôà ñòàðûå, à ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ êàæäîé èç íèõ âûçûâàëàñü ïðîöåäóðà ÏÎ-
ÈÑÊ, êîòîðàÿ â ñòð.2 ïðèñâîèëà íîìåð.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî åñëè ðåáðî (v, w) ïîïàäàåò â T , òî âûçîâ ïðîöåäóðû ÏÎÈÑÊ(w) ïðî-
èñõîäèò ïîñëå âûçîâà ÏÎÈÑÊ(v) è ïîýòîìó NUM [v] < NUM [w]. Ñóùåñòâîâàíèå öèêëà â S
îçíà÷àëî áû, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ðåáðà èç T ýòî ñâîéñòâî íàðóøåíî (ïî÷åìó?). Ñëåäîâàòåëüíî,
â S öèêëîâ íåò.

Ïóñòü G1 = (V1, E1) � ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà G è v1 ∈ V1 � ïåðâàÿ åå âåðøèíà, äëÿ êîòîðîé
âûçûâàåòñÿ ïðîöåäóðà ÏÎÈÑÊ. Òîãäà äëÿ êàæäîé âåðøèíû w ∈ V1 âíóòðè âûçîâà ÏÎÈÑÊ(v1)
ïðîèçîéäåò âûçîâ ÏÎÈÑÊ(w).

Ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî ðàññòîÿíèþ (äëèíå êðàò÷àéøåãî ïóòè) îò v1

äî w.
Åñëè ýòî ðàññòîÿíèå ðàâíî 1, òî w ∈ Lv1 è ðàññìàòðèâàåòñÿ â âûçîâå ÏÎÈÑÊ(v1) â ñòð.3.

Åñëè w â ýòîò ìîìåíò �ñòàðàÿ�, òî çíà÷èò ÏÎÈÑÊ(w) óæå âûçûâàëñÿ. Åñëè æå w �íîâàÿ�, òî â
ñòð. 7 ïðîèñõîäèò âûçîâ ÏÎÈÑÊ(w).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ÏÎÈÑÊ(u) âûçûâàåòñÿ äëÿ âñåõ âåðøèí u, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàñ-
ñòîÿíèè k ≥ 1 îò v1, è ïóñòü âåðøèíà w ∈ Lv1 íàõîäèòñÿ íà ðññòîÿíèè (k + 1) îò v1. Òîãäà
èìååòñÿ ïóòü äëèíû (k + 1) îò v1 äî w. Ïóñòü u � ýòî ïðåäïîñëåäíÿÿ âåðøèíà íà ýòîì ïóòè.
Òîãäà ðàññòîÿíèå îò v1 äî u ðàâíî k è ïî íàøåìó ïðåäïðîëîæåíèþ â íåêîòîðûé ìîìåíò âûïîë-
íÿåòñÿ âûçîâ ÏÎÈÑÊ(u). Òàê êàê w ∈ Lu, òî â ýòîì âûçîâå âåðøèíà w â íåêîòîðûé ìîìåíò
ðàññìàòðèâàåòñÿ â öèêëå â ñòð.3. Êàê è âûøå, åñëè îíà â ýòîò ìîìåíò �ñòàðàÿ�, òî ÏÎÈÑÊ(w)
óæå âûçûâàëñÿ. Åñëè æå w åùå �íîâàÿ�, òî â ñòð.7 ïðîèñõîäèò âûçîâ ÏÎÈÑÊ(w).

Òàêæå ïî èíäóêöèè çàìå÷àåì, ÷òî åñëè âûçîâ ÏÎÈÑÊ(w) ïðîèçîøåë âíóòðè âûçîâà ÏÎÈÑÊ(v),
òî â T èìååòñÿ ïóòü èç v â w. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàô S1 = (V1, T1), ïîñòðîåííûé â ïðîöåññå âû-
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çîâà ÏÎÈÑÊ(v) ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì ñ êîðíåì v. 2

Äåðåâî S = (V, T ), êîòîðîå ñòðîèòñÿ àëãîðèòìîì ÏÎÃ íàçûâàåòñÿ ãëóáèííûì îñòîâíûì
äåðåâîì ãðàôà G. Ðåáðà, ïîïàâøèå â ìíîæåñòâî T , íàçûâàþòñÿ ïðÿìûìè, à íå ïîïàâøèå â
ýòî ìíîæåñòâî ðåáðà èç ìíîæåñòâà (E \ T ) � îáðàòíûìè. Êàæäîå îáðàòíîå ðåáðî îïðåäåëÿåò
íåêîòîðûé öèêë â èñõîäíîì ãðàôå G (ïî÷åìó?). Ïîýòîìó àëãîðèòì ÏÎÃ ìîæíî èñïîëüçîâàòü
äëÿ ïðîâåðêè íàëè÷èÿ öèêëîâ â G.

Ïðèìåð 9. Ïðèìåíèì àëãîðèòì ÏÎÃ ê ãðàôó G2, èçîáðàæåííîìó íà ðèñóíêå 14.
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Ðèñ. 14: Ãðàô G2

Åãî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ñïèñêîâ ñìåæíîñòè èìååò ñëåäóþùèé âèä:

L1 : 6, 2 L7 : 6, 8
L2 : 1, 9, 10, 3 L8 : 6, 7
L3 : 2, 5, 4 L9 : 2, 10, 11
L4 : 3, 5 L10 : 2, 9, 11
L5 : 2, 3, 4 L11 : 9, 10
L6 : 1, 7, 8

ÀëãîðèòìÏÎÃ âûçîâåò ïðîöåäóðó ÏÎÈÑÊ(1). Ýòà ïðîöåäóðà ðåêóðñèâíî âûçîâåò ÏÎÈÑÊ(6)
è ò.ä. Âîò ñòðóêòóðà âñåõ ïîëó÷àþùèõñÿ âûçîâîâ ïðîöåäóðû ÏÎÈÑÊ:
ÏÎÈÑÊ(1) ⇒ ÏÎÈÑÊ(6) ⇒ ÏÎÈÑÊ(7) ⇒ ÏÎÈÑÊ(8)
⇓
ÏÎÈÑÊ(2) ⇒ ÏÎÈÑÊ(9) ⇒ ÏÎÈÑÊ(10) ⇒ ÏÎÈÑÊ(11)
⇓
ÏÎÈÑÊ(3) ⇒ ÏÎÈÑÊ(5) ⇒ ÏÎÈÑÊ(4)

Âíà÷àëå èäóò �ãîðèçîíòàëüíûå� âûçîâû, çàòåì âîçâðàòû ñïðàâà íàëåâî è âûçîâû �ïî âåð-
òèêàëè�. Â ðåçóëüòàòå âåðøèíû G2 ïîëó÷àò ñëåäóþùèå íîìåðà, îòðàæàþùèå ïîðÿäîê èõ ïðî-
õîæäåíèÿ:

V : 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
NUM : 1 5 9 11 10 2 3 4 6 7 8

Ðåáðà îñòîâà T , ïîñòðîåííûå â ïðîöåññå îáõîäà ãðàôà, ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 15. Ñòðåëêè
óêàçûâàþò íàïðàâëåíèå îáõîäà. Â ñêîáêàõ ðÿäîì ñ íîìåðîì âåðøèíû óêàçàí åå íîìåð â ìàññèâå
NUM, ò.å. íîìåð â ïîðÿäêå îáõîäà àëãîðèòìîì ÏÎÃ.

Â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ ýòîãî äåðåâà áûëè îïðåäåëåíû ñëåäóþùèå îáðàòíûå ðåáðà: (8, 6), (10, 2), (11, 9), (5, 2)
è (4, 3). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äîáàâëåíèå ëþáîãî èç ýòèõ ðåáåð ê T ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ
ïðîñòîãî öèêëà.

Àëãîðèòì ïîèñêà â ãëóáèíó ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ êàê îñíîâà äëÿ ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ îáðà-
áîòêè ãðàôîâ. Âìåñòî ñòðîêè 6, â êîòðîé âåðøèíà v ïîëó÷àåò íîìåð NUM(v), ìîæíî âñòàâèòü
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Ðèñ. 15: Îñòîâíîå �ãëóáèííîå� äåðåâî S = (V, T ) ãðàôà G2

âûçîâ ëþáîé ïðîöåäóðû, îáðàáàòûâàþùåé èíôîðìàöèþ, ñâÿçàííóþ ñ ýòîé âåðøèíîé (íàïðè-
ìåð, äëÿ çàäà÷è î ëàáèðèíòå ýòî ìîæåò áûòü ïðîâåðêà òîãî, ÷òî v ÿâëÿåòñÿ âûõîäîì èç ëàáè-
ðèíòà). È òîãäà ïîëó÷åííûé âàðèàíò àëãîðèòìà îáåñïå÷èò îáðàáîòêó âñåõ âåðøèí ãðàôà.

7 Çàäà÷à î êðàò÷àéøèõ ïóòÿõ èç îäíîãî èñòî÷íèêà

Ïóñòü G = (V,E) � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, äëÿ êàæäîãî ðåáåðà e ∈ E êîòîðîãî óêàçàíà
åãî (íåîòðèöàòåëüíàÿ) äëèíà: c(e) ≥ 0. Òîãäà äëèíà ïóòè p = v1, v2, . . . , vk+1 îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ñóììà äëèí ðåáåð, âõîäÿùèõ â ýòîò ïóòü: c(p) =

∑k
i=1 c(vi, vi+1). Åñëè â G èìååòñÿ ïóòü èç

âåðøèíû a â âåðøèíó b, òî èìååòñÿ è òàêîé ïóòü ìèíèìàëüíîé äëèíû. Îí íàçûâàåòñÿ êðàò-
÷àéøèì ïóòåì èç a â b. Êîíå÷íî, â ãðàôå ìîæåò îêàçàòüñÿ íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ êðàò÷àéøèõ
ïóòåé èç a â b.

Åñòåñòâåííî ñïðîñèòü, êàê óçíàòü äëèíó êðàò÷àéøåãî ïóòè èç a â b è ïîñòðîèòü åãî? Ëó÷øèå
èçâåñòíûå íà ñåãîäíÿøíèé äåíü àëãîðèòìû, îòâå÷àþùèå íà ýòîò âîïðîñ, ðåøàþò, íà ñàìîì
äåëå, áîëåå îáùóþ çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ âñåõ êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç îäíîãî èñòî÷íèêà: ïî âåðøèíå
a íàéòè äëèíû êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç a âî âñå äîñòèæèìûå èç íåå âåðøèíû è ïîñòðîèòü
äëÿ êàæäîé èç òàêèõ âåðøèí íåêîòîðûé êðàò÷àéøèé ïóòü èç a. Åñëè äëÿ êàæäîé âåðøèíû
v ∈ V , äîñòèæèìîé èç a, çàôèêñèðîâàòü îäèí êðàò÷àéøèé ïóòü èç a â v, òî ïîëó÷èâøèéñÿ ãðàô
áóäåò ïðåäñòàâëÿòü îðèåíòèðîâàííîå äåðåâî ñ êîðíåì a (äîêàæèòå ýòî!). Ýòî äåðåâî íàçûâàåòñÿ
äåðåâîì êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç a.

Ìû ðàññìîòðèì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ äåðåâà êðàò÷àéøèõ ïóòåé è îïðåäåëåíèÿ èõ äëèí,
ïðåäëîæåííûé â 1959ã. Å. Äåéêñòðîé. Åãî èäåÿ ñëåäóþùàÿ: ïåðåä êàæäûì ýòàïîì èçâåñòíî
ìíîæåñòâî îòìå÷åííûõ âåðøèí S, äëÿ êîòîðûõ êðàò÷àéøèå ïóòè íàéäåíû ðàíåå; òîãäà íà
î÷åðåäíîì ýòàïå ê íåìó äîáàâëÿåòñÿ âåðøèíà w, ñ ñàìûì êîðîòêèì ïóòåì èç a, ïðîõîäÿùèì
ïî ìíîæåñòâó S; ïîñëå ýòîãî ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ äëèíû êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç a â îñòàâøèåñÿ
âåðøèíû èç V \S ñ ó÷åòîì íîâîé âåðøèíû w. Äëèíà òåêóùåãî êðàò÷àéøåãî ïóòè èç a â v, ïðî-
õîäÿùåãî ïî ìíîæåñòâó S, çàíîñèòñÿ â ÿ÷åéêó D[v] ìàññèâà D. Â êîíöå ðàáîòû â ýòîì ìàññèâå
íàõîäÿòñÿ äëèíû ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàò÷àéøèõ ïóòåé. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ äåðåâà êðàò÷àéøèõ
ïóòåé ñëóæèò ìàññèâ ÎÒÅÖ, åãî ýëåìåíò ÎÒÅÖ[v] ñîäåðæèò ññûëêó íà âåðøèíó, èç êîòîðîé
êðàò÷àéøèé ïóòü ïðèõîäèò â v.
Àëãîðèòì Äåéêñòðû
Âõîä : G = (V,E) � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, c(u, v) ≥ 0 �äëèíà ðåáðà (u, v) ∈ E
(åñëè (u, v) /∈ E, òî ñ÷èòàåì, ÷òî c(u, v) = ∞) è èñõîäíàÿ âåðøèíà a ∈ V .

' === ÈÍÈÖÈÀËÈÇÀÖÈß ===
1. S := {a}; ' îòìåòèòü a
2. D[a] := 0; ' ðàññòîÿíèå îò a äî a

3. ÄËß ÊÀÆÄÎÉ v ∈ V, v 6= a ÂÛÏÎËÍßÒÜ
4. {D[v] := c(a, v); ' ðàññòîÿíèå îò a äî v ÷åðåç a
5. ÅÑËÈ c(a, v) < ∞ ÒÎ ÎÒÅÖ[v] := a ÈÍÀ×Å ÎÒÅÖ[v] := −};
' === ÎÑÍÎÂÍÎÉ ÖÈÊË ===
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6. ÏÎÊÀ V \ S 6= ∅ ÂÛÏÎËÍßÒÜ ' åñòü íåîòìå÷åííûå âåðøèíû
7. { âûáðàòü íåîòìå÷åííóþ âåðøèíó w ñ ìèíèìàëüíûì D[w] ;
8. S := S ∪ {w}; ' îòìåòèòü w

9. ÄËß ÊÀÆÄÎÉ (íåîòìå÷åííîé) u ∈ V \ S ÂÛÏÎËÍßÒÜ
10. ÅÑËÈ D[u] > D[w] + c(w, u)
11. ÒÎ { D[u] := D[w] + c(w, u);
12. ÎÒÅÖ[u] := w}
13. }

Ïðèìåð 10. Ðàññìîòðèì ðàáîòó ýòîãî àëãîðèòìà íà íàãðóæåííîì ãðàôå G = (V = {a, b, c, d, e, f}, E)
è âûäåëåííîé âåðøèíå a ∈ V . Çàäàäèì äëèíû ðåáåð ìàòðèöåé
C = (cuv), ãäå ýëåìåíò cuv = c(u, v):

a b c d e f
a 0 25 5 30 ∞ 75
b 12 0 ∞ ∞ 120 20
c ∞ 15 0 20 45 60
d ∞ ∞ ∞ 0 23 20
e ∞ ∞ 75 20 0 20
f 40 15 15 26 ∞ 0


Ïîýòàïíóþ ðàáîòó àëãîðèòìà Äåéêñòðû óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå òàáëèöû, ñòðîêè êîòî-

ðîé ñîîòâåòñòâóþò åãî ýòàïàì. Ïåðâûé ñòîëáåö � íîìåð ýòàïà, âòîðîé ïîêàçûâàåò èçìåíåíèå
ìíîæåñòâà îòìå÷åííûõ âåðøèí S, òðåòèé � âåðøèíó w, äîáàâëÿåìóþ ê S íà òåêóùåì øàãå,
÷åòâåðòûé � äëèíó êðàò÷àéøåãî ïóòè èç a â w, çàòåì èäóò ñòîëáöû ñî çíà÷åíèÿìè ýëåìåíòîâ
ìàññèâîâ D è ÎÒÅÖ.

N S w D[w] D Î Ò Å Ö
b c d e f b c d e f

1. a c 5 25 5 30 ∞ 75 a a a - a
2. a, c b 20 20 - 25 50 65 c a c c c
3. a, c, b d 25 - - 25 50 40 c a c c b
4. a, c, b,d f 45 - - - 48 45 c a c d b
5. a, c, b,d e 45 - - - - 45 c a c d b

Òàáëèöà 1: Àëãîðèòì Äåéêñòðû íà ãðàôå G.

Äåðåâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç âåðøèíû a çàäàåòñÿ ìàññèâîì ÎÒÅÖ. Îíî ïðåäñòàâëåíî íà
ðèñóíêå 16.
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Ðèñ. 16: Äåðåâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç âåðøèíû a â ãðàôå G

Òåîðåìà 6. (î êîððåêòíîñòè àëãîðèòìà Äåéêñòðû)
Àëãîðèòì Äåéêñòðû ñòðîèò äåðåâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç âåðøèíû a âî âñå äîñòèæèìûå
èç íåå âåðøèíû è äëÿ êàæäîé òàêîé âåðøèíû v îïðåäåëÿåò äëèíó D[v] êðàò÷àéøåãî ïóòè â
íåå èç a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî ïîñëå êàæäîãî ýòàïà àëãîðèòìà âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
à) äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ S âåëè÷èíà D[v] ðàâíà äëèíå êðàò÷àéøåãî ïóòè èç a â v;

19



á) äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ V \ S âåëè÷èíà D[v] ðàâíà äëèíå êðàò÷àéøåãî ïóòè èç a â v,
ïðîõîäÿùåãî ïî ìíîæåñòâó S;
â) äëÿ êàæäîé âåðøèíû v äåðåâà T , çàäàâàåìîãî ìàññèâîì ÎÒÅÖ, äëèíà ïóòè èç êîðíÿ a â v
ðàâíà D[v].

Ýòè òðè óñëîâèÿ, î÷åâèäíî âûïîëíÿþòñÿ ïîñëå èíèöèàëèçàöèè â ñòðîêàõ 1- 5.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü ÷òî îíè âûïîëíåíû ïåðåä íà÷àëîì k-ãî ýòàïà. Ïóñòü w � âåðøèíà,

äîáàâëÿåìàÿ ê S íà k-îì ýòàïå. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, D[w] � äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè èç a â
w, âñå âåðøèíû êîòîðîãî, êðîìå w, âõîäÿò â S. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòü äðóãîé áîëåå êîðîòêèé
ïóòü p èç a â w. Çàôèêñèðóåì íà ýòîì ïóòè ïåðâóþ âåðøèíó u, íå âõîäÿùóþ â S. Ïî âûáîðó
p u 6= w. Ïîýòîìó ïóòü p ðàçáèâàåòñÿ íà äâå íåïóñòûå ÷àñòè: ïóòü p1 èç a â u è ïóòü p2 èç u â
w. Íî ïî âûáîðó w ìû èìååì, ÷òî äëèíà p1 ≥ D[u] ≥ D[w]. Òàê êàê äëèíà p2 íåîòðèöàòåëüíà,
òî äëèíà p ≥ D[w], ò.å. ýòîò ïóòü íå êîðî÷å ïóòè, ïðåäñòàâëåííîãî â äåðåâå T . Òàêèì îáðàçîì,
D[w] � ýòî äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè èç a â w. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå (à) âûïîëíåíî è ïîñëå
k-ãî ýòàïà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó u ∈ V \ (S ∪ {w}). Êðàò÷àéøèé ïóòü p èç a
â u, ïðîõîäÿùèé ïî ìíîæåñòâó S ∪ {w}, ëèáî íå âêëþ÷àåò âåðøèíó w è â ýòîì ñëó÷àå åãî
äëèíà ðàâíà D[u] è îí èìååòñÿ â òåêóùåì äåðåâå T , ëèáî îí ïðîõîäèò ÷åðåç w è ñîñòàâëåí èç
êðàò÷àéøåãî ïóòè èç a â w ÷åðåç S, ïðîäîëæåííîãî ðåáðîì (w, u). Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå äëèíà
ïóòè ðàâíà D[w]+c(w, u). Íî â 10-îé ñòðîêå àëãîðèòìà ýòè âåëè÷èíû ñðàâíèâàþòñÿ è, åñëè ïóòü
÷åðåç w êîðî÷å, òî åãî äëèíà ñòàíîâèòñÿ íîâûì çíà÷åíèèåì D[u] (ñòðîêà 11) è îí ôèêñèðóåòñÿ
â äåðåâå T (ñòðîêà 12). Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèÿ (á) è (â) òàêæå âûïîëíåíû ïîñëå k-ãî ýòàïà.

Òàê êàê ïîñëå çàâåðøåíèÿ àëãîðèòìà S = V , òî â çàâåðøàþùåì äåðåâå T ïðåäñòàâëåíû
êðàò÷àéøèå ïóòè èç a âî âñå äîñòèæèìûå èç íåå âåðøèíû, à ìàññèâ D ñîäåðæèò äëèíû ýòèõ
ïóòåé. Çíà÷åíèå D[u] = ∞ óêàçûâàåò íà òî, ÷òî âåðøèíà u íå äîñòèæèìà èç âåðøèíû a.
2

Çàìå÷àíèå î ñëîæíîñòè. Íà êàæäîì ýòàïå (èñïîëíåíèè òåëà îñíîâíîãî öèêëà â ñòð. 6 - 13)
îäíà âåðøèíà äîáàâëÿåòñÿ âî ìíîæåñòâî S. Ïîýòîìó òàêèõ ýòàïîâ íå áîëåå |V |. ×òîáû âûáðàòü
â ìàññèâå D âåðøèíó w ñ ìèíèìàëüíûì D[w] (ñòð. 7) òðåáóåòñÿ íå áîëåå |V | øàãîâ. Ïåðåâû÷èñ-
ëåíèå D[u] äëÿ êàæäîé èç âåðøèí u ∈ (V \ S) òðåáóåò êîíñòàíòíîãî ÷èñëà îïåðàöèé, ïîýòîìó
âåñü öèêë â ñòð. 9 - 12 ïîòðåáóåò íå áîëåå c|V | øàãîâ. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé
êîíñòàíòû c âðåìÿ âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà Äåéêñòðû íå ïðåâûøàåò c|V |2. Ïîñêîëüêó ðàçìåð
ëþáîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èñõîäíîãî ãðàôà íå ìåíüøå |V |, òî àëãîðèòì ðàáîòàåò â êâàäðàòè÷íîå
âðåìÿ (îò ðàçìåðà âõîäà).

8 Çàäà÷è

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî íåîðèåíòèðîâàííûé ñâÿçíûé ãðàô îñòàåòñÿ ñâÿçíûì ïîñëå óäà-
ëåíèÿ íåêîòîðîãî ðåáðà ↔ ýòî ðåáðî ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó öèêëó.

Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ñâÿçíîì íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ÷èñëî âåðøèí ðàâíî
÷èñëó ðåáåð, òî ìîæíî âûáðîñèòü îäíî èç ðåáåð òàê, ÷òî ïîñëå ýòîãî ãðàô ñòàíåò äåðåâîì.

Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî íåîðèåíòèðîâàííûé ñâÿçíûé ãðàô ñ n âåðøèíàìè
à) ñîäåðæèò íå ìåíåå n− 1 ðåáåð,
á) åñëè ñîäåðæèò áîëüøå n− 1 ðåáåð, òî èìååò ïî êðàéíåé ìåðå õîòü îäèí öèêë.

Çàäà÷à 9. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîé ãðóïïå èç 6 ÷åëîâåê åñòü òðîå ïîïàðíî çíàêîìûõ èëè
òðîå ïîïàðíî íåçíàêîìûõ.

Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå, ÷òî íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V,E) ñâÿçåí ↔ äëÿ êàæäîãî
ðàçáèåíèÿ V = V1 ∪ V2 ñ íåïóñòûìè V1 è V2 ñóùåñòâóåò ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå V1 ñ V2.

Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè â íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàôå áåç ïåòåëü èìååòñÿ ðîâíî äâå
âåðøèíû íå÷åòíîé ñòåïåíè, òî îíè ñâÿçàíû ïóòåì.

Çàäà÷à 12. Öèêë â ñâÿçíîì íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå íàçûâàåòñÿ Ýéëåðîâûì, åñëè îí ïðî-
õîäèò ïî îäíîìó ðàçó ÷åðåç êàæäîå ðåáðî ãðàôà. Äîêàæèòå, ÷òî â òàêîì ãðàôå èìååòñÿ
Ýéëåðîâ öèêë òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñòåïåíè âñåõ åãî âåðøèí ÷åòíû (òàêèå ãðàôû
íàçûâàþòñÿ ÷åòíûìè.
Óêàçàíèå. Äîñòàòî÷íîñòü ìîæíî óñòàíîâèòü, äîêàçàâ ïðàâèëüíîñòü ñëåäóþùåé ïðîöåäóðû
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ïîñòðîåíèÿ Ýéëåðîâà öèêëà.
1) Âûáðàòü ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó a è ïîñòðîèòü öèêë, íà÷èíàþùèéñÿ è çàêà÷èâàþùèéñÿ
â a, ñëåäóÿ ïðàâèëó (*): ïðèéäÿ â íåêîòîðóþ âåðøèíó, âûéòè èç íåå ïî ïðîèçâîëüíîìó ðåáðó,
åùå íå âêëþ÷åííîìó â öèêë.
2) Åñëè ïîñòðîåííûé öèêë ñîäåðæèò íå âñå ðåáðà, òî âûáðàòü ñðåäè âåðøèí, ÷åðåç êîòîðûå
îí ïðîõîäèò, ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó b, èíöèäåíòíóþ åùå íå ïðîéäåííîìó ðåáðó (ïî÷åìó òà-
êàÿ âåðøèíà íàéäåòñÿ?), è ïîñòðîèòü, íà÷èíàÿ ñ íåå, öèêë, ñëåäóÿ òîìó æå ïðàâèëó (*).
Îáúåäèíèòü ýòîò öèêë ñ ïîñòðîåííûì ðàíåå.
3) Ïîâòîðÿòü ïóíêò (2) äî òåõ ïîð, ïîêà ïîñòðîåííûé öèêë íå ñòàíåò Ýéëåðîâûì.

Çàäà÷à 13. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåé çàäà÷è, îïðåäåëèòü ïî íåîðèåíòèðîâàííîìó
ãðàôó G = (V,E) ÷åòíûé ëè îí. Åñëè îí íå ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì, òî óäàëèòü èç íåãî ìèíèìàëü-
íîå ÷èñëî ðåáåð, ÷òîáû îí ñòàë ÷åòíûì. Ïîñòðîèòü â èñõîäíîì èëè â ïîëó÷èâøåìñÿ ïîñëå
óäàëåíèÿ ðåáåð ÷åòíîì ãðàôå Ýéëåðîâ öèêë.
V = {a, b, c, e, f, g, h, k,m, n}, E = {(a, c), (a, h), (a,m), (a, k), (b, c), (b, k), (b, f), (b, m), (c, k), (c,m),
(e, f), (e, g), (f, k), (f, n), (g,m), (g, h), (h, k), (h, m), (k, n)}.

Çàäà÷à 14. Íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V,E) íàçûâàåòñÿ äâóäîëüíûì, åñëè åãî âåðøèíû
ìîæíî ðàçáèòü íà äâå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ÷àñòè X è Y (V = X∪Y, X∩Y = ∅) òàê, ÷òî êàæ-
äîå ðåáðî èç e ∈ E ñîåäèíÿåò âåðøèíó èç X ñ âåðøèíîé èç Y . Òàêîé ãðàô òàêæå íàçûâàåòñÿ
áèõðîìàòè÷åñêèì, òàê êàê åãî âåðøèíû ìîæíî ðàñêðàñèòü â äâà öâåòà òàê, ÷òî ñîñåäíèå
âåðøèíû áóäóò îêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà.

Äîêàæèòå, ÷òî ãðàô ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåì íåò öèêëîâ
íå÷åòíîé äëèíû.

Óêàçàíèå. Äîñòàòî÷íîñòü ìîæíî óñòàíîâèòü, äîêàçàâ ïðàâèëüíîñòü ñëåäóþùåé ïðîöå-
äóðû ðàçáèåíèÿ V íà X è Y :
1) Ïîìåñòèòü ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó v ∈ V â X è îòìåòèòü åå çíàêîì +.
2) ÏÎÊÀ èìåþòñÿ íåîòìå÷åííûå âåðøèíû ñ îòìå÷åííûìè ñîñåäÿìè

ÂÛÏÎËÍßÒÜ {
2.1) Ïîìåñòèòü âñå íåîòìå÷åííûå âåðøèíû ñ ñîñåäÿìè èç X â Y è îòìåòèòü èõ çíàêîì

-;
2.2) Ïîìåñòèòü âñå íåîòìå÷åííûå âåðøèíû ñ ñîñåäÿìè èç Y â X è îòìåòèòü èõ çíàêîì

+
};

3) ÅÑËÈ ïîñëå çàâåðøåíèÿ öèêëà 2 â V îñòàëèñü íåîòìå÷åííûå âåðøèíû
ÒÎ ïîìåñòèòü ïðîèçâîëüíóþ òàêóþ âåðøèíó v â X, îòìåòèòü åå çíàêîì + è ñíîâà ïî-

âòîðèòü öèêë 2
ÈÍÀ×Å âûäàòü â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà ïîëó÷åííûå ìíîæåñòâà: X � âåðøèíû, îòìå÷åí-

íûå +, è Y � âåðøèíû, îòìå÷åííûå -.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîððåêòíîñòè ýòîé ïðîöåäóðû óñòàíîâèòå, ÷òî â ïðîöåññå ðàçìåòêè
íè îäíà âåðøèíà íå ïîëó÷èò ñîñåäà ñ òîé æå ìåòêîé.

Çàäà÷à 15. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåé çàäà÷è, îïðåäåëèòü ÿâëÿåòñÿ ëè çàäàííûé
íèæå íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V,E) äâóäîëüíûì. Åñëè îí íå äâóäîëüíûé, òî êàêîâî
ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ðåáåð, êîòîðûå íóæíî èç íåãî óäàëèòü, ÷òîáû îí ñòàë äâóäîëüíûì?
Ïðèâåäèòå îáîñíîâàíèå îòâåòà.
V = {a, b, c, e, f, g, h, k,m, n}, E = {(a, h), (a, n), (a, k), (b, k), (b, f), (b, m), (c, k), (c, h), (e, f), (e, g),
(f, a), (f,m), (g,m), (m,n)}.

Çàäà÷à 16. Ïóñòü G = (V,E) íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ |E| < |V |−1. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà
G íåñâÿçíûé ãðàô.

Çàäà÷à 17. Äîêàæèòå, ÷òî â ñâÿçíîì íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ëþáûå äâà ïðîñòûõ ïóòè
ìàêñèìàëüíîé äëèíû èìåþò îáùóþ âåðøèíó.

Çàäà÷à 18. Ïóñòü íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç ïåòåëü G = (V,E) èìååò k êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè. Äîêàçàòü, ÷òî òîãäà

|E| ≤ (|V | − k)(|V | − k + 1)/2.
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Çàäà÷à 19. Ïóñòü G = (V,E) � íåîðèåíòèðîâàííîå äåðåâî è v ∈ V � ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà.
Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ êàæäîãî ðåáðà (u, w) ∈ E âûáðàòü îðèåíòàöèþ îò u ê w, åñëè èì
çàêàí÷èâàåòñÿ ïóòü èç v â w, è îðèåíòàöèþ îò w ê u, åñëè èì çàêàí÷èâàåòñÿ ïóòü èç v â u,
òî ïîëó÷åííûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô áóäåò îðèåíòèðîâàííûì äåðåâîì ñ êîðíåì v. Èñïîëü-
çóéòå ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåãî ôàêòà: åñëè â íåîðèåíòèðîâàííîì
äåðåâå G = (V,E) èìååòñÿ âåðøèíà ñòåïåíè d > 1, òî â íåì èìååòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå d
âåðøèí ñòåïåíè 1.

Çàäà÷à 20. Äëÿ êàæäîãî èç îáõîäîâ äåðåâüåâ ÏÐ(T ),ÎÁÐ(T ) è ÈÍÔ(T ) ïðåäëîæèòå ïðîöå-
äóðó, âîññòàíîâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî äåðåâà T ∈ T (F,C,Var).

Çàäà÷à 21. Ïîñòðîéòå äåðåâî, ïðåäñòàâëÿþùåå ñëåäóþùóþ ëîãè÷åñêóþ ôîðìóëó
Ψ = ((X ∨ ¬Y ) ∧ ¬(Z → (X ∧ Y ))) ∨ (¬Z + Y ).
Äëÿ ïîëó÷åííîãî äåðåâà îïðåäåëèòå ïðÿìîé, îáðàòíûé è èíôèêñíûé îáõîäû.

Çàäà÷à 22. Îðèåíòèðîâàííîå äåðåâî íàçûâàåòñÿ äâîè÷íûì (èëè áèíàðíûì), åñëè ñòåïåíü
èñõîäà êàæäîé åãî âåðøèíû íå áîëüøå äâóõ. Äîêàæèòå ïî èíäóêöèè, ÷òî â ëþáîì äâîè÷íîì
äåðåâå ÷èñëî âåðøèí ñòåïåíè 2 íà åäèíèöó ìåíüøå ÷èñëà ëèñòüåâ.

Çàäà÷à 23. Ïóñòü T = (V,E) � ýòî îðèåíòèðîâàííîå äåðåâî ñ êîðíåì v0 ∈ V . îïðåäåëèì äëÿ
êàæäîé âåðøèíû v ∈ V ïîäãðàô Tv = (Vv, Ev) ñëåäóþùèì îáðàçîì: Vv � ýòî ìíîæåñòâî âåð-
øèí, äîñòèæèìûõ èç v â T , à Ev � ýòî ìíîæåñòâî ðåáåð èç E, îáà êîíöà êîòîðûõ âõîäÿò
â Vv. Äîêàçàòü, ÷òî
à) Tv ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì ñ êîðíåì v;
á) åñëè äâå ðàçíûå âåðøèíû v è u èìåþò îäèíàêîâóþ ãëóáèíó, òî äåðåâüÿ Tv è Tu íå ïåðåñå-
êàþòñÿ.

Çàäà÷à 24. Ïóñòü G = (V,E) � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ n > 1 âåðøèíàìè. Äîêàæèòå, ÷òî G
ÿâëÿåòñÿ (îðèåíòèðîâàííûì) äåðåâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â G íåò öèêëîâ, èìååòñÿ
îäíà âåðøèíà r, â êîòîðóþ íå âõîäÿò ðåáðà, à â êàæäóþ èç îñòàëüíûõ âåðøèí v ∈ V \ {r}
âõîäèò ðîâíî îäíî ðåáðî.

Çàäà÷à 25. Èçìåíèòå àëãîðèòì îáõîäà �â ãëóáèíó� òàê, ÷òîáû îí ïîçâîëèë ïåðå÷èñëèòü
âñå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà.

Çàäà÷à 26. Íàéòè ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî äëÿ íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G = (V,E),
ãäå V = {v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7, v8, v9},
E = {(v1, v2, 18), (v1, v3, 2), (v3, v2, 4), (v3, v4, 6), (v3, v5, 8), (v4, v6, 5), (v5, v4, 4), (v6, v1, 7), (v6, v8, 4), (v6, v7, 3), (v7, v5, 1), (v7, v8, 7), (v8, v1, 5), (v8, v9, 3),
(v9, v1, 1)} (òðåòèé ïàðàìåòð â ñêîáêàõ - ñòîèìîñòü ðåáðà).

Çàäà÷à 27. Ïóñòü S = (V, T ) � îñòîâíîå äåðåâî íàèìåíüøåé ñòîèìîñòè, ïîñòðîåííîå àë-
ãîðèòìîì ÌÈÍÎÄ äëÿ íàãðóæåííîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G = (V,E) ñ n âåðøèíà-
ìè. Ïóñòü c1 ≤ c2 ≤ . . . ≤ cn−1 � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèí ðåáåð èç T , óïîðÿäî-
÷åííûõ ïî âîçðàñòàíèþ. Ïóñòü S' � ïðîèçâîëüíîå îñòîâíîå äåðåâî äëÿ G ñ äëèíàìè ðåáåð
d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn−1. Ïîêàçàòü, ÷òî ci ≤ di äëÿ âñåõ i : 1 ≤ i ≤ n− 1.

Çàäà÷à 28. Ïóñòü e � ðåáðî ìàêñèìàëüíîãî âåñà â íåêîòîðîì öèêëå ãðàôà G = (V,E). Äî-
êàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíûé îñòîâ ãðàôà G′ = (V,E \ {e}), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ
òàêæå ìèíèìàëüíûì îñòîâîì ãðàôà G.

Çàäà÷à 29. Ïóñòü D = (V, T ) � ýòî îñòîâíîå äåðåâî, ïîñòðîåííîå àëãîðèòìîì îáõîäà �â
ãëóáèíó� äëÿ ãðàôà G=(V, E). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî ðåáðà (u, v) èç E, íå ïîïàâøåãî
â T (òàêèå ðåáðà íàçûâàþòñÿ îáðàòíûìè), ëèáî u ÿâëÿåòñÿ ïðåäêîì v â D, ëèáî v ÿâëÿåòñÿ
ïðåäêîì u â D.

Çàäà÷à 30. Îáîéòè (çàíóìåðîâàòü) âåðøèíû çàäàííîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G ñ ïî-
ìîùüþ àëãîðèòìà îáõîäà �â ãëóáèíó� è ïîñòðîèòü äåðåâî ýòîãî îáõîäà.
G = (V,E), ãäå V = {v1, v2, v3, v4, v6, v7, v8, v9, v10, v11},
E = {(v1, v2), (v1, v4), (v1, v8), (v7, v8), (v2, v9), (v9, v11), (v3, v8), (v6, v3), (v3, v7), (v6, v7), (v10, v9)}.

Êàêîå îáðàòíîå ðåáðî e ∈ E \ T è öèêë â G îáíàðóæèëèñü â ýòîì îáõîäå ïåðâûìè?
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Çàäà÷à 31. Îïðåäåëèòü äëÿ çàäàííîãî íàãðóæåííîãî ãðàôà G = (V,E) è âûäåëåííîé âåðøèíû
a ∈ V äëèíû êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç ýòîé âåðøèíû â îñòàëüíûå âåðøèíû G è ïîñòðîèòü
äåðåâî ýòèõ ïóòåé.

V = {a, b, c, d, e, f}, E = {(a, b; 154), (a, c; 17), (a, d; 214), (a, e; 63), (b, d; 25), (c, e; 33), (c, d; 192), (c, b; 123), (d, f ; 5), (e, f ; 140), (d, e; 10)},
(çäåñü êàæäàÿ ñêîáêà (u, v;D) çàäàåò ðåáðî (u, v) ∈ E è åãî �âåñ� c(u, v) = D ).

Çàäà÷à 32. Ãäå â äîêàçàòåëüñòâå ïðàâèëüíîñòè àëãîðèòìà Äåéêñòðû èñïîëüçóåòñÿ íåîòðèöà-
òåëüíîñòü âåñîâ ðåáåð? Ïðèâåäèòå ïðèìåð ãðàôà (ñ îòðèöàòåëüíûìè âåñàìè), äëÿ êîòîðîãî
àëãîðèòì Äåéêñòðû äàåò íåâåðíûé îòâåò.

Çàäà÷à 33. Äîêàæèòå, ÷òî íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà Äåéêñòðû êðàò÷àéøèé ïóòü èç èñ-
õîäíîé âåðøèíû â ëþáóþ âåðøèíó ìíîæåñòâà S ïðîõîäèò òîëüêî ÷åðåç âåðøèíû ìíîæåñòâà
S.

Çàäà÷à 34. Ñêîëüêî ðàç ìîæåò ìåíÿòüñÿ äëÿ îäíîé âåðøèíû v çíà÷åíèå D[v] â õîäå ðàáîòû
àëãîðèòìà Äåéêñòðû äëÿ ãðàôà ñ 6 âåðøèíàìè. Ïðèâåñòè ïðèìåð íà êàæäûé âîçìîæíûé
ñëó÷àé.

Çàäà÷à 35. Äîêàçàòü, ÷òî íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà Äåéêñòðû äëÿ ëþáîé âåðøèíû x ∈ S
è ëþáîé âåðøèíû y ∈ V \ S âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî D[x] ≤ D[y].
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