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1 Ââåäåíèå
Â ýòîé ãëàâå ìû ñâÿæåì äâà îñíîâíûõ ïðåäûäóùèõ ðàçäåëà íàøåãî êóðñà: áóëå-
âû ôóíêöèè è ãðàôû. Ìû ðàññìàòðèâàëè äâà îñíîâíûõ ïðåäñòàâëåíèÿ áóëåâûõ
ôóíêöèé: òàáëè÷íîå è ñ ïîìîùüþ ôîðìóë îáùåãî âèäà èëè ôîðìóë ñïåöèàëüíîãî
âèäà, â ÷àñòíîñòè, äèçúþíêòèâíûõ èëè êîíúþíêòèâíûõ íîðìàëüíûõ ôîðì è ìíî-
ãî÷ëåíîâ Æåãàëêèíà. Ê ñîæàëåíèþ, ýòè ñïîñîáû íå ïîçâîëÿþò ýôôåêòèâíî ïðåä-
ñòàâëÿòü ôóíêöèè îò áîëüøîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ: òàáëèöà äëÿ ôóíêöèè îò n ïå-
ðåìåííûõ âñåãäà ñîäåðæèò 2n ñòðîê, ìíîãî÷ëåí Æåãàëêèíà ìîæåò âêëþ÷àòü äî 2n

ñëàãàåìûõ (è äëÿ áîëüøèíñòâà ôóíêöèé ïî ïîðÿäêó ñòîëüêî è âêëþ÷àåò). Òàêèå
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ïðåäñòàâëåíèÿ íåëüçÿ ðåàëèçîâàòü íà ïðàêòèêå óæå äëÿ n ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ äå-
ñÿòêîâ. Ìîãëî ïîêàçàòüñÿ, ÷òî ñîêðàùåííûå ÄÍÔ, êîòîðûå ìû íàó÷èëèñü ýôôåê-
òèâíî ñòðîèòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Áëåéêà, è ìèíèìàëüíûå ÄÍÔ, êîòîðûå ìîæíî
ïîëó÷èòü, óäàëÿÿ èç ñîêðàùåííûõ ¾ëèøíèå¿ êîíúþíêöèè (âïðî÷åì, õîðîøèé àë-
ãîðèòì äëÿ òàêîãî óäàëåíèÿ íåèçâåñòåí), äàþò ñóùåñòâåííî áîëåå ýêîíîìíûå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ. áóëåâûõ ôóíêöèé. Íî â îáùåì ñëó÷àå ýòî íå òàê. Äëÿ áîëüøèíñòâà áó-
ëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ ìèíèìàëüíûå ÄÍÔ èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíûé îò
n ðàçìåð. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà êîíêðåòíîé ïðîñòîé ôóíêöèè ñ äèííîé ÄÍÔ ìîæ-
íî ðàññìîòðåòü ëèíåéíóþ ôóíêöèþ, îïðåäåëÿþùóþ íå÷åòíîñòü ñóììû àðãóìåíòîâ:
odd(X1, X2, . . . , Xn) = X1 +X2 + . . .+Xn (ñì. çàäà÷ó 3.1 íà ñòð. 17).

Òå äâà ïðåäñòàâëåíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé, êîòîðûå ìû ðàññìàòðèâàåì â ýòîì ðàç-
äåëå: ëîãè÷åñêèå ñõåìû (ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ) è óïîðÿäî÷åííûå
áèíàðíûå äèàãðàììû ðåøåíèé (ÓÁÄÐ), òîæå äëÿ áîëüøèíñòâà ôóíêöèé èìåþò ýêñ-
ïîíåíöèàëüíûå ðàçìåðû îò ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Íî âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ îíè ïîçâî-
ëÿþò ïîñòðîèòü äîñòàòî÷íî êîìïàêòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ åñòåñòâåííî âîçíèêàþùèõ íà
ïðàêòèêå áóëåâûõ ôóíêöèé îò ñîòåí è äàæå òûñÿ÷ àãóìåíòîâ.

2 Ëîãè÷åñêèå ñõåìû (ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ)

Ìíîãèå ýëåìåíòû â ñîâðåìåííîé ýëåêòðîíèêå ÿâëÿþòñÿ óñòðîéñòâàìè, ïðåîáðàçóþ-
ùèìè íåêîòîðûå âõîäíûå ñèãíàëû (äàííûå) â âûõîäíûå. Ëîãè÷åñêèå ñõåìû, â îòå-
÷åñòâåííîé ëèòåðàòóðå ÷àùå íàçûâàåìûå ñõåìàìè èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ,
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü òàêèõ óñòðîéñòâ, â êîòîðûõ âðåìåíåì
âûïîëíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîäîâ â âûõîäû ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

2.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ
×òîáû íå óñëîæíÿòü îïðåäåëåíèå, çàôèêñèðóåì êîíêðåòíûé áàçèñ B0 = {∧,∨,¬} è
îïðåäåëèì ñõåìû â ýòîì áàçèñå.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ëîãè÷åñêîé ñõåìîé (ñõåìîé èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ) â
áàçèñå B0 íàçûâàåòñÿ ðàçìå÷åííûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç öèêëîâ S = (V,E), â
êîòîðîì
1) âåðøèíû, â êîòîðûå íå âõîäÿò ðåáðà, íàçûâàþòñÿ âõîäàìè ñõåìû è êàæäàÿ
èç íèõ ïîìå÷åíà íåêîòîðîé ïåðåìåííîé (ðàçíûì âåðøèíàì ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå
ïåðåìåííûå);
2) â êàæäóþ èç îñòàëüíûõ âåðøèí âõîäèò îäíî èëè äâà ðåáðà; âåðøèíû, â êîòîðûå
âõîäèò îäíî ðåáðî ïîìå÷åíû ôóíêöèåé ¬, à âåðøèíû, â êîòîðûå âõîäÿò ïî äâà ðåáðà,
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� îäíîé èç ôóíêöèé ∧ èëè ∨. Òàêèå âåðøèíû íàçûâàþòñÿ ôóíêöèîíàëüíûìè
ýëåìåíòàìè.

Êàê è äëÿ äåðåâüåâ, äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ áåç öèêëîâ ìîæíî åñòåñòâåí-
íûì îáðàçîì ââåñòè ïîíÿòèå ãëóáèíû.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ãëóáèíà âåðøèíû v ∈ V â ñõåìå S = (V,E) � ýòî ìàêñèìàëü-
íàÿ äëèíà ïóòè èç âõîäîâ S â v.

Ãëóáèíîé D(S) ñõåìû S íàçîâåì ìàêñèìàëüíóþ èç ãëóáèí åå âåðøèí.

Ïóñòü âõîäû ñõåìû S ïîìå÷åíû ïåðåìåííûìè x1, . . . , xn. Ñ êàæäîé âåðøèíîé v ∈
V ñõåìû S ñâÿæåì áóëåâó ôóíêöèþ fv(x1, . . . , xn), ðåàëèçóåìóþ â ýòîé âåðøèíå.
Îïðåäåëèì fv èíäóêöèåé ïî ãëóáèíå v.

Îïðåäåëåíèå 2.3.
Áàçèñ: v èìååò ãëóáèíó 0. Òîãäà ýòî âõîäíàÿ âåðøèíà, êîòîðàÿ ïîìå÷åíà íåêîòî-
ðîé ïåðåìåííîé xi. Ïîëîæèì fv(x1, . . . , xn) = xi.
Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü âñåì âåðøèíàì w ãëóáèíû ≤ k óæå ñîïîñòàâëåíû ôóíê-
öèè fw è ïóñòü v � ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà ãëóáèíû k + 1. Òîãäà
à) åñëè v ïîìå÷åíà ¬ è â íåå âõîäèò ðåáðî (w, v), òî ïîëîæèì

fv(x1, . . . , xn) = ¬fw(x1, . . . , xn);
á) åñëè v ïîìå÷åíà ∧ è â íåå âõîäÿò äâà ðåáðà (w1, v) è (w2, v), òî ïîëîæèì

fv(x1, . . . , xn) = fw1(x1, . . . , xn) ∧ fw2(x1, . . . , xn);
â) åñëè v ïîìå÷åíà ∨ è â íåå âõîäÿò äâà ðåáðà (w1, v) è (w2, v), òî ïîëîæèì

fv(x1, . . . , xn) = fw1(x1, . . . , xn) ∨ fw2(x1, . . . , xn).

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî øàã èíäóêöèè â ýòîì îïðåäåëåíèå êîððåêòåí, òàê êàê, åñëè
â ñõåìå S èìååòñÿ ðåáðî (w, v) è ãëóáèíà âåðøèíû v ðàâíà k+1, òî ãëóáèíà âåðøèíû
w íå ïðåâîñõîäèò k è äëÿ íåå fw óæå îïðåäåëåíà ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ñõåìà S ðåàëèçóåò íàáîð áóëåâûõ ôóíêöèé g1, g2, . . . , gm, åñëè
äëÿ êàæäîãî i ∈ [1,m] â ñõåìå ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà vi, ÷òî fvi = gi.

Çàìå÷àíèå. Îïðåäåëåíèå ëîãè÷åñêèõ ñõåì åñòåñòâåííûì îáðàçîì ìîæíî ðàñïðî-
ñòðàíèòü è íà äðóãèå áàçèñû. Ïðè ýòîì, îäíàêî, íàäî äëÿ âåðøèí, ïîìå÷åííûõ íåñèì-
ìåòðè÷íûìè ôóíêöèÿìè ( íàïðèìåð, èìïëèêàöèåé) ÿâíî íóìåðîâàòü âõîäÿùèå â íèõ
ðåáðà, óêàçûâàÿ, êàêèì àðãóìåíòàì îíè ñîîòâåòñòâóþò.

Îïðåäåëåíèå 2.5. Ñëîæíîñòü L(S) ñõåìû S � ýòî ÷èñëî ôóíêöèîíàëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ â S. Ñëîæíîñòü L(f) áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) � ýòî íàèìåíüøàÿ èç
ñëîæíîñòåé ñõåì, ðåàëèçóþùèõ ýòó ôóíêöèþ.
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Îòíîøåíèÿ ìåæäó áóëåâûìè ôóíêöèÿìè è ñõåìàìè åñòåñòâåííî ïðèâîäÿò ê äâóì
ñëåäóþùèì îñíîâíûì ïðîáëåìàì.
Ïðîáëåìà àíàëèçà: ïî çàäàííîé ñõåìå èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ è âûäåëåí-
íîìó ïîäìíîæåñòâó åå âûõîäíûõ âåðøèí îïðåäåëèòü áóëåâû ôóíêöèè, ðåàëèçóåìûå
â ýòèõ âåðøèíàõ.
Ïðîáëåìà ñèíòåçà: ïî íåêîòîðîìó îïèñàíèþ áóëåâîé ôóíêöèè ïîñòðîèòü ñõåìó
èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùóþ ýòó ôóíêöèþ. Ïðè ðåøåíèè ïðîáëå-
ìû ñèíòåçà äëÿ èñõîäíîé ôóíêöèè ÷àñòî ñòàðàþòñÿ ïîñòðîèòü ñõåìó ìèíèìàëüíîé
èëè ïî÷òè ìèíèìàëüíîé ñëîæíîñòè.

Ïðèìåð 2.1. Ðàññìîòðèì ñõåìó S1 ñ òðåìÿ âõîäíûìè ïåðåìåííûìè x, y è z, èçîá-
ðàæåííóþ íà ðèñ. 1 è ðåøèì äëÿ íåå ïðîáëåìó àíàëèçà.
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Ðèñ. 1: Ñõåìà S1

Â ñîîòâåòñòâèè ñ äàííûì âûøå îïðåäåëåíèåì âåðøèíû ñõåìû S1 ðåàëèçóþò ñëå-
äóþùèå ôóíêöèè:
fa(x, y, z) = x ∧ y, fb(x, y, z) = ¬z, fc(x, y, z) = ¬fa(x, y, z) = ¬(x ∧ y), fd(x, y, z) =
fc(x, y, z)∧ z = ¬(x∧ y)∧ z, fe(x, y, z) = fa(x, y, z)∧ fb(x, y, z) = x∧ y ∧¬z è, íàêîíåö,
ff (x, y, z) = fd(x, y, z) ∨ fe(x, y, z) = (¬(x ∧ y) ∧ z) ∨ ((x ∧ y) ∧ ¬z).

Ãëóáèíà ýòîé ñõåìû D(S1) = 4, à åå ñëîæíîñòü L(S1) = 6. Â òî æå âðåìÿ ôîðìóëà
äëÿ ðåçóëüòèðóþùåé ôóíêöèè ff ñîäåðæèò 7 ôóíêöèîíàëüíûõ çíàêîâ. Çà ñ÷åò ÷åãî
äîñòèãíóòà ýêîíîìèÿ? Çà ñ÷åò òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ (x∧y) â ñõåìå S1 âû÷èñëÿåòñÿ îäèí
ðàç â âåðøèíå a, à â ôîðìóëå ïðèõîäèòñÿ âû÷èñëÿòü åå äâàæäû.

Â ýòîì è ñîñòîèò îñíîâíîå ïðåèìóùåñòâî âû÷èñëåíèé áóëåâûõ ôóíêöèé ñõåìàìè:
êàæäóþ ïîäôîðìóëó (ïîäôóíêöèþ) äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü îäèí ðàç, à çàòåì ïîëó-
÷åííîå çíà÷åíèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñêîëüêî óãîäíî ðàç â êà÷åñòâå àðãóìåíòà äëÿ
äðóãèõ ïîäôóíêöèé.
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2.2 Ñõåìû è ëèíåéíûå ïðîãðàììû
Óêàçàííîå âûøå ñâîéñòâî õàðàêòåðíî è äëÿ ïðîãðàìì, â êîòîðûõ îäèí ðàç âû÷èñ-
ëåííîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü íåîäíîêðàòíî. Ðàññìîòðèì îäèí èç
ïðîñòåéøèõ êëàññîâ ïðîãðàìì � ëèíåéíûå èëè íåâåòâÿùèåñÿ ïðîãðàììû. Òàêèå
ïðîãðàììû ïðåäñòàâëÿþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèñâàèâàíèé âèäà:

X = F (X1, . . . , Xk),
ãäå X,X1, . . . , Xk � ïåðåìåííûå, F � èìÿ k-ìåñòíîé áàçèñíîé ôóíêöèè.

Â ñëó÷àå íàøåãî áàçèñà B0 = {∧,∨,¬} ëèíåéíàÿ ïðîãðàììà ñîñòîèò èç ïðèñâàè-
âàíèé âèäà: Z = X ∧ Y , Z = X ∨ Y è Z = ¬X.

Ëèíåéíàÿ ïðîãðàììà P ñ âûäåëåííûìè âõîäíûìè ïåðåìåííûìè X1, . . . , Xn ïî-
ðîæäàåò äëÿ êàæäîãî íàáîðà σ1, . . . , σn çíà÷åíèé âõîäíûõ ïåðåìåííûõ åñòåñòâåí-
íûé ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ: âíà÷àëå ïåðåìåííûì X1, . . . , Xn ïðèñâàèâàþòñÿ çíà÷åíèÿ
σ1, . . . , σn, ñîîòâåòñòâåííî, à êàæäîé èç îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ ïðèñâàèâàåòñÿ çíà÷å-
íèå 0. Çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿþòñÿ ïðèñâàèâàíèÿ ïðîãðàììû P , â ðåçóëü-
òàòå ÷åãî êàæäàÿ èç ïåðåìåííûõ Z ïðîãðàììû ïîëó÷èò çàêëþ÷èòåëüíîå çíà÷åíèå
PZ(σ1, . . . , σn).

Îïðåäåëåíèå 2.6. Ñêàæåì, ÷òî ïðîãðàììà P ñî âõîäíûìè ïåðåìåííûìè X1, . . . , Xn

âû÷èñëÿåò â âûõîäíîé ïåðåìåííîé Z ôóíêöèþ F (X1, . . . , Xn), åñëè äëÿ ëþáîãî íàáîðà
çíà÷åíèé âõîäîâ σ1, . . . , σn ïîñëå çàâåðøåíèÿ ðàáîòû PZ(σ1, . . . , σn) = F (σ1, . . . , σn).

Ìåæäó ñõåìàìè è ëèíåéíûìè ïðîãðàììàìè èìååòñÿ òåñíàÿ ñâÿçü.

Òåîðåìà 2.1.
(1) Ïî êàæäîé ëîãè÷åñêîé ñõåìå S ñî âõîäàìè x1, . . . , xn è ôóíêöèîíàëüíûìè ýëå-
ìåíòàìè v1, . . . , vm ìîæíî ýôôåêòèâíî ïîñòðîèòü ëèíåéíóþ ïðîãðàììó PS ñî âõîä-
íûìè ïåðåìåííûìè x1, . . . , xn è ðàáî÷èìè ïåðåìåííûìè v1, . . . , vm, êîòîðàÿ â ëþáîé
ïåðåìåííîé vi, i = 1, . . . ,m, âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ fvi(x1, . . . , xn).
(2) Ïî êàæäîé ëèíåéíîé ïðîãðàììå P ñî âõîäíûìè ïåðåìåííûìè X1, . . . , Xn, âû÷èñ-
ëÿþùåé â âûõîäíîé ïåðåìåííîé Z íåêîòîðóþ ôóíêöèþ F (X1, . . . , Xn) ìîæíî ýôôåê-
òèâíî ïîñòðîèòü ëîãè÷åñêóþ ñõåìó SP ñî âõîäàìè X1, . . . , Xn, â êîòîðîé èìååòñÿ
âåðøèíà v òàêàÿ, ÷òî fv((X1, . . . , Xn) = F (X1, . . . , Xn).

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Ïóñòü S � ñõåìà ñî âõîäàìè x1, . . . , xn è ôóíêöèîíàëüíûìè
ýëåìåíòàìè v1, . . . , vm. Ïîñòðîèì ïî íåé ëèíåéíóþ ïðîãðàììó PS ñî âõîäíûìè ïåðå-
ìåííûìè x1, . . . , xn ñëåäóþùèì îáðàçîì. Óïîðÿäî÷èì âñå âõîäíûå è ôóíêöèîíàëü-
íûå âåðøèíû S ïî ãëóáèíå (âåðøèíû îäíîé ãëóáèíû â ëþáîì ïîðÿäêå): u1, . . . , un+m.
Ïðîãðàììà PS áóäåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ m ïðèñâàèâàíèé.
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a) Ïóñòü âåðøèíà un+i ïîìå÷åíà ¬ è â íåå âõîäèò ðåáðî èç uj. Òîãäà â êà÷åñòâå i-îé
êîìàíäû ïîìåñòèì â PS ïðèñâàèâàíèå un+i = ¬uj.
á) Ïóñòü âåðøèíà un+i ïîìå÷åíà ◦ ∈ {∧,∨} è â íåå âõîäÿò ðåáðà èç uj è uk. Òîãäà â
êà÷åñòâå i-îé êîìàíäû ïîìåñòèì â PS ïðèñâàèâàíèå un+i = uj ◦ uk.

Óïîðÿäî÷åíèå âåðøèí ïî ãëóáèíå ãàðàíòèðóåò, ÷òî j < n+ i è k < n+ i. Ïîýòîìó
ïðè âû÷èñëåíèè un+i çíà÷åíèÿ àðãóìåíòîâ óæå ïîëó÷åíû è èíäóêöèåé ïî ãëóáèíå
ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . ,m ïðîãðàììà PS âû÷èñëÿåò â ïåðåìåí-
íîé vi ôóíêöèþ fvi(x1, . . . , xn).

Ïðèìåð 2.2. Ïðèìåíèì êîíñòðóêöèþ òåîðåìû ê ñõåìå S1, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ.
1 íà ñòð. 4. Åå âåðøèíû ìîæíî óïîðÿäî÷èòü ïî ãëóáèíå òàê: x, y, z, a, b, c, d, e, f .
Ïîðîæäàÿ êîìàíäû ïî îïèñàííûì âûøå ïðàâèëàì, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ëèíåéíóþ
ïðîãðàììó PS1:

a = x ∧ y;
b = ¬z;
c = ¬a;
d = c ∧ z;
e = a ∧ b;
f = d ∨ e

Çàìå÷àíèå. ×èñëî êîìàíä â ëèíåéíîé ïðîãðàììå PS, ò.å. âðåìÿ åå âûïîëíåíèÿ,
ñîâïàäàåò ñî ñëîæíîñòüþ L(S) ñõåìû S. Ãëóáèíà ñõåìû D(S) òàêæå èìååò ñìûñë ñ
òî÷êè çðåíèÿ âðåìåíè âû÷èñëåíèÿ. Èìåííî, D(S) � ýòî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ PS íà
ìíîãîïðîöåññîðíîé ñèñòåìå. Äåéñòâèòåëüíî, âñå êîìàíäû, ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøè-
íàì îäèíàêîâîé ãëóáèíû, ìîæíî âûïîëíÿòü ïàðàëëåëüíî íà ðàçíûõ ïðîöåññîðàõ, òàê
êàê ðåçóëüòàòû ëþáîé èç íèõ íå èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ äðóãîé.

2.3 Ïðèìåðû ñõåì
2.3.1 Ñëîæåíèå ïî ìîäóëþ 2

Ðàññìîòðèì ñõåìó S+ íà ðèñ. 2.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì âåðøèíû ýòîé ñõåìû ðåàëèçóþò ñëåäóþùèå ôóíê-

öèè:
fa(x, y) = x ∧ y, fb(x, y) = x ∨ y, fc(x, y) = ¬fa(x, y) = ¬(x ∧ y), fd(x, y) = fc(x, y) ∧
fb(x, y) = ¬(x ∧ y) ∧ (x ∨ y) = x+ y.
Òàêèì îáðàçîì, ñõåìà S+ ðåàëèçóåò (â âåðøèíå d) ôóíêöèþ + ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ
2.

Èç ïðèâåäåííîãî âûøå ïðèìåðà ñëåäóåò, ÷òî L(S+) = 4 è L(+) ≤ 4.
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Ðèñ. 2: Ñõåìà S+ äëÿ ôóíêöèè x+ y

Èñïîëüçóÿ ñõåìó S+ íåòðóäíî ïîñòðîèòü ñõåìó Sodd äëÿ ðåàëèçàöèè ëèíåéíîé
ôóíêöèè-ñóììû n àðãóìåíòîâ ïî ìîäóëþ 2 odd(X1, X2, . . . , Xn) = X1 +X2 + . . .+Xn

(ñì. ðèñ.3 íà ñòð. 7).

? ? ? ?? ? ?

?

u u u u
s s s
q q qx1 x2 x3 xn

S
(1)
+ S

(2)
+ S

(n−1)
+

Ðèñ. 3: Ñõåìà Sodd

Íà ýòîé ñõåìå ïðÿìîóãîëüíèêè S(1)
+ , S

(2)
+ , . . . , S

(n)
+ ñîäåðæàò êîïèè ñõåìû S+. Ïðè

ýòîì âõîäàìè S
(1)
+ ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûå x1 è x2, à âõîäàìè S

(i+1)
+ ÿâëÿþòñÿ âûõîä

ñõåìû S
(i)
+ è ïåðåìåííàÿ xi+1. Ïî èíäóêöèè ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî âåðøèíà d â S

(i)
+

ðåàëèçóåò ôóíêöèþ (x1 + x2 + . . .+ xi+1). Òàêèì îáðàçîì, íàìè óñòàíîâëåíà

Òåîðåìà 2.2. Ñóùåñòâóåò ñõåìà Sodd, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ odd(X1, X2, . . . , Xn) =
X1 +X2 + . . .+Xn ñî ñëîæíîñòüþ L(Sodd) = 4(n− 1).

2.3.2 Ñóììàòîð
Ñóììàòîðîì ïîðÿäêà n íàçûâàþò ñõåìó, âû÷èñëÿþùóþ ðåçóëüòàò ñëîæåíèÿ äâóõ n-
ðàçðÿäíûõ äâîè÷íûõ ÷èñåë a =

∑n−1
i=0 ai2

i è b =
∑n−1

i=0 bi2
i. Ïóñòü c = a+ b =

∑n
i=0 ci2

i

( çäåñü ai, bi, ci ∈ {0, 1} � ñîîòâåòñòâóþùèå äâîè÷íûå ðàçðÿäû ýòèõ ÷èñåë).

Ñóììàòîð äîëæåí âû÷èñëÿòü íàáîð èç (n+ 1)-îé ðåçóëüòèðóþùåé ôóíêöèè:
ci(a0, . . . , an−1, b0, . . . , bn−1) (i = 0, 1, . . . , n),

çàäàþùèõ ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçðÿäû ñóììû c.
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an−1 . . . a1 a0

+ bn−1 . . . b1 b0

cn cn−1 . . . c1 c0

Îáîçíà÷èì ÷åðåç pi áèò ïåðåíîñà èç (i − 1)-ãî ðàçðÿäà â i-ûé. Òîãäà íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî ïðè i = 0
c0 = a0 + b0 è p1 = a0 ∧ b0,
à ïðè 1 ≤ i ≤ n− 1
ci = pi + ai + bi è pi+1 = (ai ∧ bi) ∨ (pi ∧ ai) ∨ (pi ∧ bi).
Ñòàðøèé ðàçðÿä c ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäíèì ïåðåíîñîì: cn = pn.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîñòðîåííóþ âûøå ñõåìó S+ êàê ñõåìó, âû÷èñëÿþùóþ íàáîð
èç äâóõ ôóíêöèé: x∧y (â âåðøèíå a) è x+y (â âåðøèíå d). Èñïîëüçóÿ äâà ýêçåìïëÿðà
ýòîé ñõåìû S

(1)
+ è S

(2)
+ , ìîæíî ëåãêî ðåàëèçîâàòü ñõåìó îäíîðàçðÿäíîãî ñóììàòîðà

SUM1 (ñì. ðèñ. 4) , êîòîðàÿ èìååò òðè âõîäà ai, bi è pi (1 ≤ i ≤ n − 1 ) è âû÷èñëÿåò
ci è pi+1.

?
ci = (ai + bi) + pi

?n
?

∨ p
(ai + bi) ∧ pi

? ?

-

ai ∧ bi

??

u u uai bi pi

ai + bi

S
(1)
+ S

(2)
+

Ðèñ. 4: Ñõåìà SUM1

Äåéñòâèòåëüíî, èç ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî â âåðøèíå p ýòîé ñõåìû âû÷èñëÿåòñÿ
ôóíêöèÿ fp = (ai ∧ bi) ∨ ((ai + bi) ∧ pi) = (ai ∧ bi) ∨ (pi ∧ ai) ∨ (pi ∧ bi) = pi+1. Èç
ïðåäñòàâëåííîé ñõåìû âèäíî, ÷òî ñëîæíîñòü îäíîðàçðÿäíîãî ñóììàòîðà L(SUM1) =
9.

Òåïåðü èç S+ è îäíîðàçðÿäíûõ ñóììàòîðîâ SUM1 ñîáåðåì ñõåìó SUMn äëÿ n-
ðàçðÿäíîãî ñóììàòîðà.

Òàêèì îáðàçîì ìû óñòàíîâèëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 2.3. Äëÿ êàæäîãî n ≥ 1 cóùåñòâóåò ñõåìà SUM , ðåàëèçóþùàÿ îïåðàöèþ
ñóììèðîâàíèÿ äâóõ n-ðàçðÿäíûõ äâîè÷íûõ ÷èñåë è èìåþùàÿ ñëîæíîñòü L(SUMn) =
9n− 5.

Çàìå÷àíèå Ëîãè÷åñêèå ñõåìû èíòåíñèâíî èññëåäîâàëèñü â 50-å - 70-å ãîäû ïðî-
øëîãî ñòîëåòèÿ. Â ÷àñòíîñòè, Ê. Øåííîí è Î.Á. Ëóïàíîâ óñòàíîâèëè îöåíêè ñëîæ-
íîñòè ñõåì äëÿ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n àðãóìåíòîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî ëþáóþ òàêóþ
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Ðèñ. 5: Ñõåìà cóììàòîðà SUMn

ôóíêöèþ ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñî ñëîæíîñòüþ íå áîëüøåé (ïî ïîðÿäêó) 2n/n è ÷òî
�ïî÷òè âñå� îíè èìåþò íå ìåíüøóþ ñëîæíîñòü. Ïðè ýòîì äî ñèõ ïîð íå èçâåñòíà íè
îäíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �êîíêðåòíûõ� ôóíêöèé fn, ñëîæíîñòü êîòîðûõ ïî ïîðÿäêó
ïðåâîñõîäèëà áû ëèíåéíóþ ôóíêöèþ.

2.4 Çàäà÷è
Çàäà÷à 2.1. Äîêàæèòå ïóíêò (2) òåîðåìû 2.1 íà ñòð. 5.
Çàäà÷à 2.2. Äîêàæèòå, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ ñõåìà äëÿ ñëîæåíèÿ èìååò ñëîæíîñòü
L(+) = 4.
Çàäà÷à 2.3. Èñïîëüçóÿ ñõåìó SUMn, ïîñòðîéòå ñõåìó, ðåàëèçóþùóþ îïåðàöèþ âû-
÷èòàíèÿ äâóõ n-ðàçðÿäíûõ äâîè÷íûõ ÷èñåë: d = a − b (ïðè óñëîâèè, ÷òî a ≥ b).
Îöåíèòå ñëîæíîñòü ïîëó÷åííîé ñõåìû.
Çàäà÷à 2.4. Îïðåäåëèòå ãëóáèíó ñõåì S+, Sodd, SUM1 è SUMn.
Çàäà÷à 2.5. Äâà èãðîêà íåçàâèñèìî âûáèðàþò îäíî èç ÷åòûðåõ ÷èñåë îò 0 äî 3.
Ïåðâûé èãðîê âûèãðûâàåò, åñëè âûáðàííûå ÷èñëà ñîâïàäàþò. Ïîñòðîéòå ñõåìó,
îïðåäåëÿþùóþ âûèãðûø 1-ãî èãðîêà. Åå âõîäû x1, x2 ïðåäñòàâëÿþò ÷èñëî, âûáðàí-
íîå 1-ûì èãðîêîì, à y1, y2 � ÷èñëî, âûáðàííîå 2-ûì èãðîêîì. Ðåàëèçóåìàÿ ôóíêöèÿ
F (x1, x2, y1, y2) ðàâíà 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x1 = y1 è x2 = y2.

Çàäà÷à 2.6. Ïîñòðîéòå ñõåìó, îïðåäåëÿþùóþ ðåçóëüòàò ãîëîñîâàíèÿ â êîìèòå-
òå, ñîñòîÿùåì èç òðåõ ÷ëåíîâ è ïðåäñåäàòåëÿ. Â ñëó÷àå ðàâåíñòâà ãîëîñîâ, ãîëîñ
ïðåäñåäàòåëÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøàþùèì.
Çàäà÷à 2.7. Ïóñòü íàáîðû àðãóìåíòîâ áóëåâîé ôóíêöèè îò òðåõ àðãóìåíòîâ óïî-
ðÿäî÷åíû ëåêñèêîãðàôè÷åñêè, à åå çíà÷åíèÿ çàäàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ 8 íóëåé
è åäèíèö. Ïîñòðîéòå ñõåìû, ðåàëèçóþùèå ñëåäóþùèå ôóíêöèè.
à) f1 = (1111 1011),
á) f2 = (1001 1001),
â) f3 = (0011 1001).
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3 Óïîðÿäî÷åííûå áèíàðíûå äèàãðàììû ðåøåíèé (ÓÁÄÐ)
Óêàçàííûé ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîãî ïîä-
êëàññà îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ áåç öèêëîâ áûë ïðåäëîæåí Ð. Áðèàíòîì (R. Bryant)
â 1986ã. Åãî àíãëèéñêîå íàçâàíèå � �Ordered binary decision diagram�, ñîêðàùåííî
� OBDD. Ñåé÷àñ ÓÁÄÐ ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ñðåäñòâ ðåàëèçàöèè áóëåâûõ
ôóíêöèé îò áîëüøîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ â çàäà÷àõ èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà, ïðî-
âåðêè ïðàâèëüíîñòè ýëåêòðîííûõ ñõåì, ïðîãðàìì, ïðîòîêîëîâ è ò.ï.

3.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ
Îäíèì èç ïðåäøåñòâåííèêîâ ÓÁÄÐ ÿâëÿþòñÿ áèíàðíûå äåðåâüÿ ðåøåíèé.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Áèíàðíîå äåðåâî ðåøåíèé (ÁÄÐ) � ýòî áèíàðíîå äåðåâî T =
(V,E), âñå âíóòðåííèå âåðøèíû êîòîðîãî ïîìå÷åíû ïåðåìåííûìè, à ëèñòüÿ � çíà-
÷åíèÿìè 0 èëè 1. Èç êàæäîé âíóòðåííåé âåðøèíû v âûõîäÿò 2 ðåáðà, îäíî ïîìå-
÷åíî 0, äðóãîå � 1; âåðøèíà w0, â êîòîðóþ âåäåò ðåáðî, ïîìå÷åííîå 0, íàçûâàåòñÿ
0-ñûíîì v, à âåðøèíà w1, â êîòîðóþ âåäåò ðåáðî, ïîìå÷åííîå 1, íàçûâàåòñÿ 1-ñûíîì
v.

Òàêîå äåðåâî, âåðøèíû êîòîðîãî ïîìå÷åíû ïåðåìåííûìè x1, . . . , xn ðåàëèçóåò áó-
ëåâó ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn), åñëè äëÿ êàæäîãî íàáîðà çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ σ1, σ2, . . . , σn
âåòâü â äåðåâå, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîìó íàáîðó (èç âåðøèíû xi èäåì ïî ðåáðó, ïî-
ìå÷åííîìó σi), çàâåðøàåòñÿ ëèñòîì ñ ìåòêîé f(σ1, σ2, . . . , σn).

Ïðèìåð 3.1. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì èçîáðàæåííîå íèæå ÁÄÐ T1 (íà âñåõ ðèñóí-
êàõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðåáðà íàïðàâëåíû ñâåðõó âíèç).
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Ðèñ. 6: Áèíàðíîå äåðåâî ðåøåíèé T1

Ïî îïðåäåëåíèþ T1 ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f1(x, y, z), ïðåäñòàâëåííóþ â òàáëèöå 1.
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x y z f(x, y, z)
0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1. 1 0

Òàáëèöà 1: Ôóíêöèÿ f1(x, y, z), ðåàëèçóåìàÿ ÁÄÐ T1 íà ðèñ. 6

Íåòðóäíî ïîñòðîèòü ÄÍÔ ýòîé ôóíêöèè: f(x, y, z) = (¬x ∧ y) ∨ (¬y ∧ z).

ÓÁÄÐ ÿâëÿþòñÿ ìîäèôèêàöèåé ÁÄÐ, â êîòîðîé âñå ëèñòüÿ ñ îäíîé ìåòêîé ïðåä-
ñòàâëåíû îäíîé âåðøèíîé, â êàæäóþ âåðøèíó ìîæåò âõîäèòü íåñêîëüêî ðåáåð, âîç-
ìîæåí âûáîð ïîðÿäêà ïîÿâëåíèÿ ïåðåìåííûõ íà âåòâÿõ.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïóñòü çàôèêñèðîâàí íåêîòîðûé ïîðÿäîê n ïåðåìåííûõ π : xπ(1), . . . , xπ(n).
Óïîðÿäî÷åííàÿ áèíàðíàÿ äèàãðàììà ðåøåíèé îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà

ïåðåìåííûõ π � ýòî îðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç öèêëîâ ñ îäíèì êîðíåì, â êî-
òîðîì
1) ñóùåñòâóåò ëèøü äâå âåðøèíû, èç êîòîðûõ íå âûõîäÿò ðåáðà; îíè ïîìå÷åíû
êîíñòàíòàìè 0 è 1 è íàçûâàþòñÿ ñòîêàìè;
2) îñòàëüíûå (âíóòðåííèå) âåðøèíû ïîìå÷åíû ïåðåìåííûìè è èç êàæäîé èç íèõ
âûõîäÿò äâà ðåáðà, îäíî ïîìå÷åíî 0, äðóãîå � 1;
3) ïîðÿäîê, â êîòîðîì ïåðåìåííûå âñòðå÷àþòñÿ íà ëþáîì ïóòè èç êîðíÿ â ñòîê,
ñîâìåñòèì ñ π, ò.å. åñëè èç âåðøèíû, ïîìå÷åííîé xπ(i), åñòü ïóòü â âåðøèíó, ïî-
ìå÷åííóþ xπ(j), òî i < j.

Êàê è â ñëó÷àå ÁÄÐ, ÓÁÄÐ ðåàëèçóåò áóëåâó ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn), åñëè äëÿ
êàæäîãî íàáîðà çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ σ1, σ2, . . . , σn ïóòü â äèàãðàììå, íà÷èíàþùèé-
ñÿ â êîðíå è ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó íàáîðó (èç âåðøèíû xi èäåì ïî ðåáðó, ïîìå-
÷åííîìó σi), çàâåðøàåòñÿ ñòîêîì ñ ìåòêîé f(σ1, σ2, . . . , σn).

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ âíóòðåííÿÿ âåðøèíà
äèàãðàììû v, ïîìå÷åííàÿ ïåðåìåííîé xπ(k), ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ïîääèàãðàììû, êîòîðàÿ
âêëþ÷àåò âñå âåðøèíû äèàãðàììû, äðñòèæèìûå èç v è ðåàëèçóåò íåêîòîðóþ ôóíê-
öèþ fv(xπ(k), xπ(k+1), . . . , xπ(n)) îò (n − k + 1) ïåðåìåííûõ xπ(k), xπ(k+1), . . . , xπ(n). Ïðè
ýòîì åå 0-ñûí w0 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ïîääèàãðàììû, ðåàëèçóþùåé ôóíêöèþ fw0(xπ(k+1), . . . , xπ(n)) =
fv(0, xπ(k+1), . . . , xπ(n)), à 1-ñûí w1 � êîðåíü ïîääèàãðàììû, ðåàëèçóþùåé ôóíêöèþ
fw1(xπ(k+1), . . . , xπ(n)) = fv(1, xπ(k+1), . . . , xπ(n)). Ïóñòü äèàãðàììà ðåàëèçóåò ôóíêöèþ
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f(x1, . . . , xn) = f ′(xπ(1), . . . , xπ(n)) è σπ(1), . . . , σπ(k−1) � ýòî íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ
xπ(1), . . . , xπ(k−1), êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ïóòè èç êîðíÿ â âåðøèíó v (òàêèõ íàáîðîâ
ìîæåò áûòü íåñêîëüêî). Òîãäà fv(xπ(k), . . . , xπ(n)) = f ′(σπ(1), . . . , σπ(k−1), xπ(k), . . . , xπ(n)).

Ïðèìåð 3.2. Ðåàëèçóåì ñ ïîìîùüþ ÓÁÄÐ ôóíêöèþ f1(x, y, z), ïðåäñòàâëåííóþ âû-
øå â ïðèìåðå 3.1 ñ ïîìîùüþ ÁÄÐ T1 è òàáëèöû 1.

Âíà÷àëå çàôèêñèðóåì ïîðÿäîê ïåðåìåííûõ: x < y < z. Îáúåäèíèâ ëèñòüÿ ñ îäè-
íàêîâûìè ìåòêàìè è äâå z- âåðøèíû ñ îäèíàêîâûìè ïîòîìêàìè, ïîëó÷èì ÓÁÄÐ D1,
ïðèâåäåííóþ íà ðèñ. 7.
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Ðèñ. 7: ÓÁÄÐ D1 äëÿ ôóíêöèè f1(x, y, z)

ßñíî, ÷òî ðåàëèçàöèÿ ôóíêöèè f1(x, y, z) ñ ïîìîùüþ ÓÁÄÐ D1 íàìíîãî êîìïàêò-
íåå, ÷åì ñ ïîìîùüþ ÁÄÐ T1.

Ïîä ñëîæíîñòüþ L(D) ÓÁÄÐ D áóäåì ïîíèìàòü ÷èñëî âíóòðåííèõ âåðøèí â
D. Íàïðèìåð, L(D1) = 4. Ìîæåò ëè ñëîæíîñòü äèàãðàììû äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè
çàâèñåòü îò ïîðÿäêà ïåðåìåííûõ? Äà! Ðàññìîòðèì ïîðÿäîê ïåðåìåííûõ y < x < z.
Êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ðèñóíîê îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïîðÿäêà ôóíêöèþ f(x, y, z)
ìîæíî ðåàëèçîâàòü ÓÁÄÐ D2 ñî ñëîæíîñòüþ L(D2) = 3.
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Ðèñ. 8: ÓÁÄÐ D2 äëÿ ôóíêöèè f1(x, y, z)
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3.2 Ñîêðàùåííûå ÓÁÄÐ
Êîãäà ïîðÿäîê ïåðåìåííûõ çàôèêñèðîâàí, òî äîñòàòî÷íî ïðîñòî ìîæíî ïî ïðîèç-
âîëüíîé ÓÁÄÐ äëÿ ôóíêöèè ïîñòðîèòü ìèíèìàëüíóþ ÓÁÄÐ, ðåàëèçóþùóþ äàííóþ
ôóíêöèþ.

Îïðåäåëåíèå 3.3. ÓÁÄÐ íàçûâàåòñÿ ñîêðàùåííîé , åñëè
1) èç ëþáîé âíóòðåííåé âåðøèíû v åå 0-ñûí è 1-ñûí íå ñîâïàäàþò;
2) íåò òàêîé ïàðû âíóòðåííèõ âåðøèí u è v, äëÿ êîòîðûõ ïîääèàãðàììû ñ êîðíÿìè
u è v ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôíûìè (ò.å. âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàþòñÿ äðóã íà
äðóãà ñ ñîõðàíåíèåì âñåõ ìåòîê).

Ñìûñë ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòåí: åñëè èç íåêîòîðîé âåðøèíû v îáà ðåáðà âåäóò
â îäíó âåðøèíó, òî òàêàÿ âåðøèíà v íå íóæíà, à åñëè èìåþòñÿ äâå âåðøèíû ñ îäè-
íàêîâûìè ïîääèàãðàììàìè, òî èõ ìîæíî ñëèòü. Îïðåäåëèì äâà òèïà ýêâèâàëåíòíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ÓÁÄÐ.

Ïðàâèëî ñîêðàùåíèÿ: åñëè 0-ñûí è 1-ñûí âåðøèíû v ñîâïàäàþò è ðàâíû w,
òî óäàëèòü v, ïåðåíàïðàâèâ âñå âõîäÿùèå â íåå ðåáðà â âåðøèíó w.

Ïðàâèëî ñëèÿíèÿ: åñëè âåðøèíû v è w ïîìå÷åíû îäíîé ïåðåìåííîé è èìåþò
îäèíàêîâûõ 0-ñûíîâåé è 1-ñûíîâåé, òî óäàëèòü âåðøèíó v, ïåðåíàïðàâèâ âñå âõîäÿ-
ùèå â íåå ðåáðà â âåðøèíó w.

Íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå ïîêàçàíû ïðåîáðàçîâàíèÿ ïî ýòèì ïðàâèëàì.
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Ðèñ. 9: Ïðàâèëî ñîêðàùåíèÿ Ïðàâèëî ñëèÿíèÿ

Ñëåäóþùàÿ ïðîñòàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðèìåíèìîñòü ýòèõ äâóõ ïðàâèë
ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì íåñîêðàùàåìîñòè ÓÁÄÐ.

Òåîðåìà 3.1. ÓÁÄÐ D ÿâëÿåòñÿ ñîêðàùåííîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ê íåé
íå ïðèìåíèìî íè ïðàâèëî ñëèÿíèÿ, íè ïðàâèëî ñîêðàùåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇒ Åñëè ê D ïðèìåíèìî ïðàâèëî ñîêðàùåíèÿ, òî íå âûïîëíå-
íî óñëîâèå (1) èç îïðåäåëåíèÿ ñîêðàùåííîé ÓÁÄÐ, à åñëè ê D ïðèìåíèìî ïðàâèëî
ñëèÿíèÿ, òî ïîääèàãðàììû ñ êîðíÿìè v è w ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôíûìè è íå âûïîëíåíî
óñëîâèå (2).
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⇐ Ïóñòü ê ÓÁÄÐ D íåëüçÿ ïðèìåíèòü ïðàâèëî ñîêðàùåíèÿ. Òîãäà â íåé íåò âåðøèí
ñ ñîâïàäàþùèìè 0- è 1-ñûíîâüÿìè è âûïîëíåíî óñëîâèå (1). Ïóñòü ê ÓÁÄÐ D íåëüçÿ
ïðèìåíèòü ïðàâèëî ñëèÿíèÿ. Òîãäà èç ñëåäóþùåé ëåììû ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî â D
íåò ïàðû âåðøèí, ïîääèàãðàììû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôíûìè, è ñëåäîâàòåëüíî,
âûïîëíåíî óñëîâèå (2).

Ëåììà 3.1. Åñëè â D åñòü òàêàÿ ïàðà âåðøèí u è v, äëÿ êîòîðûõ ïîääèàãðàììû
ñ êîðíÿìè v è w ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôíûìè, òî â D èìååòñÿ è ïàðà âåðøèí v′, w′ ñ
ïîïàðíî îäèíàêîâûìè 0- è 1-ñûíîâüÿìè è, ñëåäîâàòåëüíî, ê D ïðèìåíèìî ïðàâèëî
ñëèÿíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî âûñîòå h ïîääèàãðàìì Dv è Dw

ñ êîðíÿìè v è w, ñîîòâåòñòâåííî (òàê êàê Dv è Dw èçîìîðôíû, òî èõ âûñîòû, ò.å.
äëèíû ìàêñèìàëüíûõ ïóòåé èç êîðíåé äî ñòîêîâ, îäèíàêîâû).
Áàçèñ: h = 1. Â ýòîì ñëó÷àå 0- è 1-ñûíîâüÿìè âåðøèí v è w ÿâëÿþòñÿ îäèíàêîâûå
ñòîêè.
Øàã èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ h = k. Ïóñòü Dv è Dw

� ïîääèàãðàììû âûñîòû h = k + 1. Ïóñòü v0 è w0 � ýòî 0-ñûíîâüÿ âåðøèí v è w,
ñîîòâåòñòâåííî, à v1 è w1 � èõ 1-ñûíîâüÿ. Åñëè v0 = w0 è v1 = w1, òî â êà÷åñòâå v′, w′
ïîäõîäÿò ñàìè v è w. Åñëè æå äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {0, 1} vi 6= wi, òî ïîääèàãðàììû
Dvi è Dwi ñ êîðíÿìè vi è wi ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôíûìè è èìåþò âûñîòó k. Òîãäà ïî
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíåíî.2

Èç òåîðåìû 3.1 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî ïðèìåíÿÿ ê ïðîèçâîëüíîé ÓÁÄÐ
ïðàâèëà ñîêðàùåíèÿ è ñëèÿíèÿ, ìû, â êîíöå êîíöîâ, ïîëó÷èì ñîêðàùåííóþ ÓÁÄÐ.
×òîáû ýòà ïðîöåäóðà ðàáîòàëà ýôôåêòèâî, íóæíî ïðèìåíÿòü ïðàâèëà â ïîðÿäêå
�ñíèçó-ââåðõ�. Ìû îïèøåì ýòîò àëãîðèòì äëÿ �åñòåñòâåííîãî� ïîðÿäêà ïåðåìåííûõ:
x1, . . . , xn.
Àëãîðèòì ÑÎÊÐÀÙÅÍÈÅ-ÓÁÄÐ

Âõîä: ÓÁÄÐ D äëÿ ôóíêöèè f(x1, . . . , xn).
Âûõîä: ñîêðàùåííàÿ ÓÁÄÐ äëÿ f .

1. Çàíóìåðóåì ìíîæåñòâî âåðøèí D: V = {v1, v2, . . . , vm};
2. ÄËß i = n, n− 1, . . . , 1 ÂÛÏÎËÍßÒÜ
3. {
4. V (i) = {v |v ïîìå÷åíà ïåðåìåííîé xi};
/* Ïðèìåíåíèå ïðàâèëà ñîêðàùåíèÿ:
5. ÄËß ÊÀÆÄÎÉ v ∈ V (i) ÂÛÏÎËÍßÒÜ
6. ÅÑËÈ (0-ñûí v) = (1-ñûí v) = w ÒÎ
7. { óäàëèòü v èç V (i);
8. ïåðåíàïðàâèòü âñå ðåáðà, âõîäÿùèå â v, â âåðøèíó w;
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9. óäàëèòü v èç D }
10. ÈÍÀ×Å key(v) = (j, k), ãäå vj � ýòî 0-ñûí v, à vk � 1-ñûí v;
/* Ïðèìåíåíèå ïðàâèëà ñëèÿíèÿ:
11. Îòñîðòèðîâàòü V (i) ïî êëþ÷ó key(v): ïóñòü â ýòîì ïîðÿäêå V (i) = {u1, . . . , uki};
12. òåê_êëþ÷=(0, 0);
13. ÄËß j = 1, . . . , ki ÂÛÏÎËÍßÒÜ
14. ÅÑËÈ òåê_êëþ÷= key(uj) ÒÎ
15. { óäàëèòü uj èç V (i);
16. ïåðåíàïðàâèòü âñå ðåáðà, âõîäÿùèå â uj, â òåê_âåðøèíà;
17. óäàëèòü uj èç D }
18. ÈÍÀ×Å {òåê_âåðøèíà= uj; òåê_êëþ÷= key(uj)}
19. }

Ïðèìåð 3.3. Ðàññìîòðèì ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà ÑÎÊÐÀÙÅÍÈÅ-ÓÁÄÐ,
ïîêàçàííûé íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå.
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Ðèñ. 10: Ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà ÑÎÊÐÀÙÅÍÈÅ-ÓÁÄÐ

Íà èñõîäíîé ÓÁÄÐ ñëåâà âñå âåðøèíû óæå çàíóìåðîâàíû. Ñòðåëêè ðàçäåëÿþò
ÓÁÄÐ, ïîëó÷àåìûå ïîñëå î÷åðåäíûõ èòåðàöèé îñíîâíîãî öèêëà â ñòðîêàõ 2 - 19. Ïðè
ïåðâîì èñïîëíåíèè öèêëà i = 3, V (3) = {v3}. Äëÿ âåðøèíû v3 óñëîâèå â ñòðîêå 6
âûïîëíåíî (w = v6), ïîýòîìó ïðèìåíÿåòñÿ ïðàâèëî ñîêðàùåíèÿ è ýòà âåðøèíà óäà-
ëÿåòñÿ, à åå âõîäû íàïðàâëÿþòñÿ â v6. Ïðè ñëåäóþùåì èñïîëíåíèè öèêëà i = 2,
V (2) = {v2, v4}. Ïîñëå öèêëà â ñòðîêàõ 5 - 10 key(v2) = {5, 6} è key(v4) = {5, 6}. Ïî-
ñëå ñîðòèðîâêè u1 = v2, u2 = v4. Â öèêëå â ñòðîêàõ 13-18 äëÿ u2 âûïîëíåíî óñëîâèå
â ñòðîêå 14. Ïîýòîìó ïðèìåíÿåòñÿ ïðàâèëî ñëèÿíèÿ è âåðøèíà v4 óäàëÿåòñÿ, à åå
âõîä ïåðåäàeòñÿ âåðøèíå v2. Ïðè òðåòüåì èñïîëíåíèè öèêëà i = 1, V (1) = {v1}. Äëÿ
âåðøèíû v1 óñëîâèå â ñòðîêå 6 âûïîëíåíî (w = v2), ïîýòîìó ïðèìåíÿåòñÿ ïðàâèëî
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ñîêðàùåíèÿ è ýòà âåðøèíà óäàëÿåòñÿ.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîñòðîåííàÿ àëãîðèòìîì ÓÁÄÐ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé è ìè-
íèìàëüíîé äëÿ çàäàííîãî ïîðÿäêà.

Òåîðåìà 3.2.
1) Àëãîðèòì ÑÎÊÐÀÙÅÍÈÅ-ÓÁÄÐ ñòðîèò ñîêðàùåííóþ ÓÁÄÐ, ýêâèâàëåíòíóþ
èñõîäíîé ÓÁÄÐ D.
2) Ýòà ñîêðàùåííàÿ ÓÁÄÐ ÿâëÿåòñÿ ïðè äàííîì ïîðÿäêå ïåðåìåííûõ åäèíñòâåííîé
(ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) è ìèíèìàëüíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî ïóíêòà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç âûïîëíåíèÿ êðèòå-
ðèÿ òåîðåìû 3.1, òàê êàê ê ðåçóëüòèðóþùåé äèàãðàììå íèêàêîå ïðàâèëî ñîêðàùåíèÿ
èëè ñëèÿíèÿ íåïðèìåíèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî ïóíêòà îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì èíäóêòèâíîì óòâåðæäå-
íèè:

Ëåììà 3.2. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ i-îé èòåðàöèè àëãîðèòìà â ïîëó÷åííîé äèàãðàììå
äëÿ êàæäîé ïîäôóíêöèè f(σ1, σ2, . . . , σi−1, xi, . . . , xn) (σk ∈ {0, 1} ïðè k = 1, 2, . . . , i−
1), ñóùåñòâåííî çàâèñÿùåé îò xi, èìååòñÿ ðîâíî îäíà âåðøèíà � êîðåíü ïîääèà-
ãðàììû, ðåàëèçóþùåé ýòó ïîäôóíêöèþ.

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x1, x2, . . . , xi, . . . , xn) ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ïåðå-
ìåííîé xi, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå äâà íàáîðà çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ (σ1, . . . , σi−1, 0, σi+1, . . . , σn)
è (σ1, . . . , σi−1, 1, σi+1, . . . , σn), ðàçëè÷àþùèåñÿ òîëüêî çíà÷åíèåì xi, íà êîòîðûõ f ïðè-
íèìàåò ðàçíûå çíà÷åíèÿ: f(σ1, . . . , σi−1, 0, σi+1, . . . , σn) 6= f(σ1, . . . , σi−1, 1, σi+1, . . . , σn)
.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû è âûâîä èç íåå óòâåðæäåíèÿ 2 òåîðåìû 3.2 îñòàâëÿåì
â êà÷åñòâå çàäà÷ 3.2 è 3.3 íà ñòð. 18.

3.3 Ïîñòðîåíèå ñîêðàùåííûõ ÓÁÄÐ ïî ôîðìóëàì
Àëãîðèòì ÑÎÊÐÀÙÅÍÈÅ-ÓÁÄÐ ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ñîêðàùåííóþ ÓÁÄÐ äëÿ ôóíê-
öèè f , ïî ëþáîé äðóãîé åå ÓÁÄÐ. Íî êàê ïîñòðîèòü ÓÁÄÐ, åñëè f çàäàíà, íàïðèìåð, ñ
ïîìîùüþ ôîðìóëû? Ìîæíî, êîíå÷íî, ïîïûòàòüñÿ ïîñòðîèòü ïîëíîå áèíàðíîå äåðåâî
ðåøåíèé, îáúåäèíèòü â íåì âñå ëèñòüÿ ñ ìåòêîé 0 â îäèí ñòîê, à ëèñòüÿ ñ ìåòêîé 1 � â
äðóãîé. Çàòåì ïðèìåíèòü ê ïîëó÷èâøåéñÿ ÓÁÄÐ àëãîðèòì ÑÎÊÐÀÙÅÍÈÅ-ÓÁÄÐ.
Íî ýòîò ïîäõîä ãîäèòñÿ òîëüêî äëÿ ôóíêöèé îò íåáîëüøîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ, òàê
êàê ïîëíîå ÁÄÐ äëÿ f(x1, . . . , xn) áóäåò ñîäåðæàòü 2n ëèñòüåâ.

Äðóãîé ïîäõîä ñâÿçàí ñ ïîñòðîåíèåì ÓÁÄÐ �ñâåðõó-âíèç�. Îáúÿñíèì åãî äëÿ åñòå-
ñòâåííîãî ïîðÿäêà ïåðåìåííûõ: x1 < x2 < . . . < xn.
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Íà÷íåì ïîñòðîåíèå ñ êîðíÿ, ïîìå÷åííîãî x1. Ðàññìîòðèì äâå îñòàòî÷íûå ôóíê-
öèè: f0(x1, . . . , xn) = f(0, x2, . . . , xn) è f1(x2, . . . , xn) = f(1, x2, . . . , xn). Åñëè îíè îäèíà-
êîâû, òî f íå çàâèñèò îò x1 è òîãäà èçìåíèì ìåòêó ó êîðíÿ íà x2. Åñëè îáå ôóíêöèè
f0 è f1 ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò x2, òî äëÿ êàæäîé èç íèõ äîáàâëÿåì âåðøèíó, ïî-
ìå÷åííóþ x2, è äàëåå ðåàëèçóåì ïî èíäóêöèè. Åñëè fk (k ∈ {0, 1}) íå çàâèñèò îò
ïåðåìåííûõ x2, . . . , xj, íî çàâèñèò ñóùåñòâåííî îò xj+1, òî äîáàâëÿåì âåðøèíó, ïî-
ìå÷åííóþ xj+1, è ïðîâîäèì â íåå ðåáðî ñ ìåòêîé k èç âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùåé
f . Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî i óæå ïîñòðîåíû âåðøèíû äëÿ âñåõ ðàçëè÷íûõ îñòàòî÷íûõ
ôóíêöèé âèäà fσ1...σi(xi+1, . . . , xn) = f(σ1 . . . σi, xi+1, . . . , xn), ñóùåñòâåííî çàâèñÿùèõ
îò xi. Äëÿ êàæäîé èç íèõ ïîëó÷èì äâå îñòàòî÷íûå ôóíêöèè fσ1...σi0(xi+2, . . . , xn) =
f(σ1 . . . σi, 0, xi+2, . . . , xn) è fσ1...σi1(xi+2, . . . , xn) = f(σ1 . . . σi, 1, xi+2, . . . , xn). Çàòåì âû-
áåðåì èç ìíîæåñòâà ýòèõ ôóíêöèé ðàçíûå, äëÿ êàæäîé èç íèõ äîáàâèì â äèàãðàììó
âåðøèíó, ïîìå÷åííóþ xi+1, è ïðîâåäåì â íèõ ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðà èç âåðøèí, ïî-
ìå÷åííûõ xi. Ïðîäîëæàÿ ïîñòðîåíèå, äîéäåì äî ôóíêöèé îò 1-îé ïåðåìåííîé xn è
äî êîíñòàíò, äëÿ êîòîðûõ ìèíèìàëüíûå ðåàëèçàöèè î÷åâèäíû.

Ïðèìåð 3.4. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ôóíêöèþ
f(x1, x2, x3, x4) = (x1 ∧ x2 ∧ x4) ∨ (¬x1 ∧ x2 ∧ ¬x4) ∨(¬x2 ∧ x3) ∨ (¬x2 ∧ x4).

è ïîñòðîèì äëÿ íåå ÓÁÄÐ îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà x1 < x2 < x3 < x4, èñïîëüçóÿ
îïèñàííóþ âûøå ïðîöåäóðó.

Âíà÷àëå ñîçäàäèì êîðåíü, ïîìå÷åííûé x1 è ðàññìîòðèì îñòàòî÷íûå ôóíêöèè,
ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè x1 = 0 è x1 = 1. Èìååì

f0(x2, x3, x4) = (x2 ∧ ¬x4) ∨ (¬x2 ∧ x3) ∨ (¬x2 ∧ x4),
f1(x2, x3, x4) = (x2 ∧ x4) ∨ (¬x2 ∧ x3) ∨ (¬x2 ∧ x4).

Îíè ðàçíûå è îáå ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò x2. Ïîýòîìó äîáàâèì äëÿ êàæäîé èç íèõ
âåðøèíó, ïîìå÷åííóþ x2. Çàòåì äëÿ êàæäîé èç íèõ îïðåäåëèì îñòàòî÷íûå ôóíêöèè,
ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè x2 = 0 è x2 = 1. Ïîëó÷èì
f00(x3, x4) = (x3 ∨ x4), f01(x3, x4) = ¬x4, f10(x3, x4) = (x3 ∨ x4), f11(x3, x4) = x4,

Òàê êàê f00 = f10, à f01 è f11 îò x3 íå çàâèñÿò, òî íàì ïîòðåáóåòñÿ òîëüêî îäíà âåðøèíà,
ïîìå÷åíàÿ x3. Îíà áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ôóíêöèþ f00 = f10 = (x3∨x4). Ïðè x3 = 0 îíà
ïðåâðàùàåòñÿ â x4, à ïðè x3 = 1 ðàâíà êîíñòàíòå 1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ÓÁÄÐ
Df , ïîêàçàííàÿ íà ðèñ. 11.

3.4 Çàäà÷è
Çàäà÷à 3.1. Äîêàæèòå, ÷òî ñîâåðøåííàÿ, ñîêðàùåííàÿ è ìèíèìàëüíàÿ ÄÍÔ ôóíê-
öèè
odd(X1, X2, . . . , Xn) ñîâïàäàþò è ñîñòîÿò èç 2n−1 ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé äëèíû
n.

Çàäà÷à 3.2. Äîêàæèòå ëåììó 3.2 íà ñòð. 16 âîçâðàòíîé èíäóêöèåé ïî i.
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Ðèñ. 11: ÓÁÄÐ Df äëÿ ôóíêöèè f èç ïðèìåðà 3.4 íà ñòð. 16

Çàäà÷à 3.3. Èñïîëüçóÿ ëåììó 3.2 íà ñòð. 16, äîêàæèòå óòâåðæäåíèå 2 òåîðåìû
3.2 íà ñòð. 15.

Çàäà÷à 3.4. Ïîñòðîéòå ìèíèìàëüíûå ÓÁÄÐ äëÿ äâóìåñòíûõ ôóíêöèé:
x ∧ y, x ∨ y, x+ y, x→ y, x|y.
Çàäà÷à 3.5. Ïîñòðîéòå ìèíèìàëüíûå ÓÁÄÐ äëÿ ôóíêöèè
f(x1, x2, x3, x4, x5, x6) = (x1 ∧ x2) + (x3 ∧ x4) + (x5 ∧ x6)
îòíîñèòåëüíî äâóõ óïîðÿäî÷åíèé ïåðåìåííûõ:
a) x1 < x2 < x3 < x4 < x5 < x6 è
b) x1 < x3 < x5 < x2 < x4 < x6.

Çàäà÷à 3.6. Ïîðîãîâàÿ ôóíêöèÿ T kn îò n ïåðåìåííûõ ñ ïîðîãîì k âûäàåò 1, åñëè
âî âõîäíîì íàáîðå èìååòñÿ íå ìåíåå k åäèíèö: T kn (x1, x2, . . . , xn) = 1 ⇔ x1 + x2 +
. . .+ xn ≥ k.
a) Ïîñòðîéòå ìèíèìàëüíûå ÓÁÄÐ äëÿ ïîðîãîâûõ ôóíêöèé T 2

3 , T
2
4 , T

3
5 .

b) Çàâèñèò ëè ñëîæíîñòü ìèíèìàëüíîé ÓÁÄÐ äëÿ ïîðîãîâûõ ôóíêöèé îò ïîðÿäêà
ïåðåìåííûõ?
c) Îöåíèòå ñëîæíîñòü ìèíèìàëüíîé ÓÁÄÐ äëÿ ïîðîãîâîé ôóíêöèè T kn .

Çàäà÷à 3.7. Âûáåðèòå ïîäõîäÿùèé ïîðÿäîê ïåðåìåííûõ è ïîñòðîéòå äëÿ íåãî ìè-
íèìàëüíûå ÓÁÄÐ, ðåàëèçóþùèå ôóíêöèè èç çàäà÷ 2.5 è 2.6 íà ñòð. 9.

Çàäà÷à 3.8. Êàê ìû âèäåëè, ëîãè÷åñêèå ñõåìû åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðåàëèçó-
þòñÿ â âèäå íåâåòâÿùèõñÿ ïðîãðàìì. Íàîáîðîò, äëÿ äåðåâüåâ ðåøåíèé è ÓÁÄÐ
åñòåñòâåííûì ïðîãðàììíûì ïðåäñòàâëåíèåì ÿâëÿþòñÿ âåòâÿùèåñÿ ïðîãðàììû,
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âêëþ÷àþùèå ëèøü óñëîâíûå îïåðàòîðû âèäà if ... then ... else ... ñ òåñòàìè âèäà
“x = 0?′′ è “x = 1?′′ (îíè ñîîòâåòñòâóþò âíóòðåííèì âåðøèíàì äèàãðàìì) è îïå-
ðàòîðû ïðèñâîåíèÿ çíà÷åíèÿ 0 èëè 1 ðåçóëüòàòó (îíè ñîîòâåòñòâóþò âåðøèíàì-
ñòîêàì).

Íàïèøèòå âåòâÿùèåñÿ ïðîãðàììû, âû÷èñëÿþùèå ôóíêöèè, ïðåäñòàâëÿåìûå ÓÁÄÐ
D2 íà ðèñ. 8 íà ñòð. 12 è Df íà ðèñ. 11 íà ñòð. 17.


