
Ìàòåðèàëû ê ýêçàìåíó ïî "Äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå"

(1-ûé ñåìåñòð)
Ñïèñîê îñíîâíûõ ïîíÿòèé

1. Áóëåâû ôîðìóëû.

2. Äèçúþíêòèâíûå è êîíúþíêòèâíûå íîðìàëüíûå ôîðìû.

3. Ñîâåðøåííûå ÄÍÔ è ÊÍÔ.

4. Ñîêðàùåííàÿ äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà.

5. Ìíîãî÷ëåí Æåãàëêèíà.

6. Çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé; ïîëíàÿ ñèñòåìà.

7. Êëàññû ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ 0 è 1, ëèíåéíûå, ñàìîäâîéñòâåííûå, ìîíîòîííûå ôóíê-
öèè.

8. Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè.

9. Îðèåíòèðîâàííûå è íåîðèåíòèðîâàííûå ãðàôû è èõ ïðåäñòàâëåíèÿ: ãðàôè÷åñêîå, ìàòðè-
öåé ñìåæíîñòè, ìàòðèöåé èíöèäåíòíîñòè, ñïèñêàìè ñìåæíîñòè.

10. Ãðàô äîñòèæèìîñòè (òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ) äëÿ çàäàííîãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà.

11. Êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè è áàçû îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà.

12. Äâóäîëüíûå (áèõðîìàòè÷åñêèå) ãðàôû.

13. Îðèåíòèðîâàííûå è íåîðèåíòèðîâàííûå äåðåâüÿ.

14. Ïðÿìîé è îáðàòíûé îáõîäû äåðåâüåâ.

15. Ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî ãðàôà.

16. ×åòíûå ãðàôû. Ýéëåðîâû öèêëû.

17. Îáõîä îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà â ãëóáèíó.

18. Ïðåäñòàâëåíèå áóëåâûõ ôóíêöèé ñõåìàìè èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ.

19. Ïðåäñòàâëåíèå áóëåâûõ ôóíêöèé óïîðÿäî÷åííûìè áèíàðíûìè äèàãðàììàìè ðåøåíèé.

Òèïû ñòàíäàðòíûõ çàäà÷

1. Ïîñòðîèòü áóëåâó ôîðìóëó è çàäàâàåìóþ åþ áóëåâó ôóíêöèþ ïî óñëîâèþ íà ðóññêîì
ÿçûêå.

2. Ïî òàáëèöå áóëåâîé ôóíêöèè ïîñòðîèòü åå ÊÍÔ, ÄÍÔ, ñîêðàùåííóþ ÄÍÔ, ìíîãî÷ëåí
Æåãàëêèíà.

3. Èñïîëüçóÿ îñíîâíûå ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîñòðîèòü ïî áóëåâîé ôîðìóëå ýêâèâàëåíòíóþ ñî-
êðàùåííóþ ÄÍÔ (èëè ìíîãî÷ëåí Æåãàëêèíà).

4. Èñïîëüçóÿ îñíîâíûå ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðîâåðèòü ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ áóëåâûõ ôîðìóë.

5. Ïî çàäàííîé ñèñòåìå áóëåâûõ ôóíêöèé îïðåäåëèòü (èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ïîñòà) åå ïîëíîòó.

6. Âûðàçèòü ôîðìóëàìè íàä çàäàííîé ïîëíîé ñèñòåìîé áóëåâûõ ôóíêöèé êîíñòàíòû, îòðè-
öàíèå è äèçúþíêöèþ èëè êîíúþíêöèþ.

7. Ïî îäíîìó èç ïðåäñòàâëåíèé ãðàôà ïîñòðîèòü âñå äðóãèå åãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

8. Ïî çàäàííîìó îðèåíòèðîâàííîìó ãðàôó âû÷èñëèòü åãî ìàòðèöó äîñòèæèìîñòè è ãðàô
äîñòèæèìîñòè.
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9. Ïî çàäàííîìó îðèåíòèðîâàííîìó ãðàôó îïðåäåëèòü åãî êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè è
âñå åãî áàçû.

10. Ïî çàäàííîìó íåîðèåíòèðîâàííîìó ãðàôó îïðåäåëèòü ÿâëÿåòñÿ ëè îí äâóäîëüíûì. Åñëè
íåò, òî êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ðåáåð ñëåäóåò óäàëèòü, ÷òîáû ãðàô ñòàë äâóäîëüíûì.

11. Ïî çàäàííîìó íåîðèåíòèðîâàííîìó ãðàôó îïðåäåëèòü ÿâëÿåòñÿ ëè îí ÷åòíûì. Åñëè íåò,
òî êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ðåáåð ñëåäóåò óäàëèòü, ÷òîáû ãðàô ñòàë ÷åòíûì. Â ÷åòíîì
ãðàôå ïîñòðîèòü Ýéëåðîâ öèêë.

12. Äëÿ çàäàííîãî íàãðóæåííîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà ïîñòðîèòü ìèíèìàëüíîå îñòîâ-
íîå äåðåâî ìåòîäîì Êðóñêàëà.

13. Äëÿ çàäàííîãî íàãðóæåííîãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà è íåêîòîðîé åãî âåðøèíû íàéòè ñ
ïîìîùüþ àëãîðèòìà Äåéêñòðû äëèíó êðàò÷àéøèõ ïóòåé îò íåå äî îñòàëüíûõ âåðøèí è
ïîñòðîèòü ýòè ïóòè.

14. Äëÿ çàäàííîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà ïîñòðîèòü åãî îáõîä ìåòîäîì "â ãëóáèíó".

15. Ïî çàäàííîé ôîðìóëå ïîñòðîèòü ïðåäñòàâëÿþùåå åå äåðåâî è åãî ïðÿìîé è îáðàòíûé
îáõîäû.

16. Ïî áóëåâîé ôóíêöèè ïîñòðîèòü ðåàëèçóþùóþ åå ñõåìó èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ.
Ïî ñõåìå èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ îïðåäåëèòü âû÷èñëÿåìóþ åþ ôóíêöèþ.

17. Ïî áóëåâîé ôóíêöèè ïîñòðîèòü ðåàëèçóþùóþ åå óïîðÿäî÷åííóþ áèíàðíóþ äèàãðàììó
ðåøåíèé. Ïî óïîðÿäî÷åííîé áèíàðíîé äèàãðàììå ðåøåíèé îïðåäåëèòü âû÷èñëÿåìóþ åþ
áóëåâó ôóíêöèþ.

Çàäà÷è ïî ãðàôàì

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî íåîðèåíòèðîâàííûé ñâÿçíûé ãðàô îñòàåòñÿ ñâÿçíûì ïîñëå óäà-
ëåíèÿ íåêîòîðîãî ðåáðà ↔ ýòî ðåáðî ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó öèêëó.

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî íåîð. ñâÿçíûé ãðàô ñ n âåðøèíàìè
à) ñîäåðæèò íå ìåíåå n− 1 ðåáåð,
á) åñëè ñîäåðæèò áîëüøå n− 1 ðåáåð, òî èìååò ïî êðàéíåé ìåðå õîòü îäèí öèêë.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîé ãðóïïå èç 6 ÷åëîâåê åñòü òðîå ïîïàðíî çíàêîìûõ èëè
òðîå ïîïàðíî íåçíàêîìûõ.

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V,E) ñâÿçåí ↔ äëÿ êàæäîãî ðàç-
áèåíèÿ V = V1 ∪ V2 ñ íåïóñòûìè V1 è V2 ñóùåñòâóåò ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå V1 ñ V2.

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè â íåîð. ãðàôå áåç ïåòåëü èìååòñÿ ðîâíî äâå âåðøèíû íå÷åò-
íîé ñòåïåíè, òî îíè ñâÿçàíû ïóòåì.

Çàäà÷à 6. Ïóñòü G = (V,E) íåîð. ãðàô ñ |E| < |V | − 1. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà G íåñâÿçíûé
ãðàô.

Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî â ñâÿçíîì íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ëþáûå äâà ïðîñòûõ ïóòè
ìàêñèìàëüíîé äëèíû èìåþò îáùóþ âåðøèíó.

Çàäà÷à 8. Ïóñòü íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç ïåòåëü G = (V,E) èìååò k êîìïîíåíò ñâÿç-
íîñòè. Äîêàçàòü, ÷òî òîãäà

|E| ≤ (|V | − k)(|V | − k + 1)/2.

Çàäà÷à 9. Ïóñòü G = (V,E) � íåîðèåíòèðîâàííîå äåðåâî è v ∈ V � ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà.
Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ êàæäîãî ðåáðà (u, w) ∈ E âûáðàòü îðèåíòàöèþ îò u ê w, åñëè èì
çàêàí÷èâàåòñÿ ïóòü èç v â w, è îðèåíòàöèþ îò w ê u, åñëè èì çàêàí÷èâàåòñÿ ïóòü èç v â u,
òî ïîëó÷åííûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô áóäåò îðèåíòèðîâàííûì äåðåâîì ñ êîðíåì v. Èñïîëü-
çóéòå ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåãî ôàêòà: åñëè â íåîðèåíòèðîâàííîì
äåðåâå G = (V,E) èìååòñÿ âåðøèíà ñòåïåíè d > 1, òî â íåì èìååòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå d
âåðøèí ñòåïåíè 1.
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Çàäà÷à 10. Îðèåíòèðîâàííîå äåðåâî íàçûâàåòñÿ äâîè÷íûì, åñëè ñòåïåíü (èñõîäà) ó êàæäîé
åãî âåðøèíû íå áîëüøå äâóõ. Äîêàæèòå ïî èíäóêöèè, ÷òî â ëþáîì äâîè÷íîì äåðåâå ÷èñëî
âåðøèí ñòåïåíè 2 íà åäèíèöó ìåíüøå ÷èñëà ëèñòüåâ.

Çàäà÷à 11. Ïóñòü T = (V,E) � ýòî îðèåíòèðîâàííîå äåðåâî ñ êîðíåì v0 ∈ V . îïðåäåëèì äëÿ
êàæäîé âåðøèíû v ∈ V ïîäãðàô Tv = (Vv, Ev) ñëåäóþùèì îáðàçîì: Vv � ýòî ìíîæåñòâî âåð-
øèí, äîñòèæèìûõ èç v â T , à Ev � ýòî ìíîæåñòâî ðåáåð èç E, îáà êîíöà êîòîðûõ âõîäÿò
â Vv. Äîêàçàòü, ÷òî
à) Tv âëÿåòñÿ äåðåâîì ñ êîðíåì v;
á) åñëè äâå ðàçíûå âåðøèíû v è u èìåþò îäèíàêîâóþ ãëóáèíó, òî äåðåâüÿ Tv è Tu íå ïåðåñå-
êàþòñÿ.

Çàäà÷à 12. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ñâÿçíîì íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ÷èñëî âåðøèí ðàâíî
÷èñëó ðåáåð, òî ìîæíî âûáðîñèòü îäíî èç ðåáåð òàê, ÷òî ïîñëå ýòîãî ãðàô ñòàíåò äåðåâîì.

Çàäà÷à 13. Ïóñòü G = (V,E) � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ n > 1 âåðøèíàìè. Äîêàæèòå, ÷òî G
ÿâëÿåòñÿ (îðèåíòèðîâàííûì) äåðåâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â G íåò öèêëîâ, èìååòñÿ
îäíà âåðøèíà r, â êîòîðóþ íå âõîäÿò ðåáðà, à â êàæäóþ èç îñòàëüíûõ âåðøèí v ∈ V \ {r}
âõîäèò ðîâíî îäíî ðåáðî.

Çàäà÷à 14. Ïóñòü D = (V, T ) � ýòî îñòîâíîå äåðåâî, ïîñòðîåííîå àëãîðèòìîì îáõîäà "â
ãëóáèíó"äëÿ ãðàôà G=(V, E). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî ðåáðà (u, v) èç E, íå ïîïàâøåãî â
T (òàêèå ðåáðà íàçûâàþòñÿ îáðàòíûìè), ëèáî u ÿâëÿåòñÿ ïðåäêîì v â D, ëèáî v ÿâëÿåòñÿ
ïðåäêîì u â D.

Çàäà÷à 15. Ïóñòü S = (V, T ) � îñòîâíîå äåðåâî íàèìåíüøåé ñòîèìîñòè, ïîñòðîåííîå àë-
ãîðèòìîì ÌÈÍÎÄ äëÿ íàãðóæåííîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G = (V,E) ñ n âåðøèíà-
ìè. Ïóñòü c1 ≤ c2 ≤ . . . ≤ cn−1 � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèí ðåáåð èç T , óïîðÿäî-
÷åííûõ ïî âîçðàñòàíèþ. Ïóñòü S' � ïðîèçâîëüíîå îñòîâíîå äåðåâî äëÿ G ñ äëèíàìè ðåáåð
d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn−1. Ïîêàçàòü, ÷òî ci ≤ di äëÿ âñåõ i : 1 ≤ i ≤ n− 1.

Çàäà÷à 16. Ïóñòü e � ðåáðî ìàêñèìàëüíîãî âåñà â íåêîòîðîì öèêëå ãðàôà G = (V,E). Äî-
êàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíûé îñòîâ ãðàôà G′ = (V,E \ {e}), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ
òàêæå ìèíèìàëüíûì îñòîâîì ãðàôà G.

Çàäà÷à 17. Ãäå â äîêàçàòåëüñòâå ïðàâèëüíîñòè àëãîðèòìà Äåéêñòðû èñïîëüçóåòñÿ íåîòðèöà-
òåëüíîñòü âåñîâ ðåáåð? Ïðèâåäèòå ïðèìåð ãðàôà (ñ îòðèöàòåëüíûìè âåñàìè), äëÿ êîòîðîãî
àëãîðèòì Äåéêñòðû äàåò íåâåðíûé îòâåò.

Çàäà÷à 18. Äîêàæèòå, ÷òî íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà Äåéêñòðû êðàò÷àéøèé ïóòü èç èñ-
õîäíîé âåðøèíû â ëþáóþ âåðøèíó ìíîæåñòâà S ïðîõîäèò òîëüêî ÷åðåç âåðøèíû ìíîæåñòâà
S.

Çàäà÷à 19. Ñêîëüêî ðàç ìîæåò ìåíÿòüñÿ äëÿ îäíîé âåðøèíû v çíà÷åíèå D[v] â õîäå ðàáîòû
àëãîðèòìà Äåéêñòðû äëÿ ãðàôà ñ 5 âåðøèíàìè. Ïðèâåñòè ïðèìåð íà êàæäûé âîçìîæíûé
ñëó÷àé.

Çàäà÷à 20. Äîêàçàòü, ÷òî íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà Äåéêñòðû äëÿ ëþáîé âåðøèíû x ∈ S
è ëþáîé âåðøèíû y ∈ V \ S âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî D[x] ≤ D[y].
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